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o

C’est au cours de conversations avec G. Rideau que I'idée nous est venue
d’utiliser les produits tensoriels infinis de C* -algebres dans la recherche
des représentations des relations d’anticommutation; en fait, plusieurs
auteurs avalent déja utilisé dans le méme but les produits tensoriels infinis
d’espaces hilbertiens introduits par von Neumann (voir, par exemple,
Wightman-Schweber, Cordesse); mais la théorie des C*-algébres nous
semble plus apte & coordonner les différents aspects de la question; nous
démontrons (cor. 3.1) que la recherche des représentations des relations
d’anticommutation équivaut a celle des représentations d’une certaine
C*-algébre A, produit tensoriel d’une suite infinie d’algebres isomorphes

a lalgebre des matrices complexes 2X2; ce point de vue permet entre
autres de démontrer qu’il existe une et, 4 une quasi-équivalence pres,
une seule représentation factorielle de type fini (I1,) (propos. 3.1); et aussi
de construire un grand nombre de représentations irréductibles comme
produits tensoriels de représentations irréductibles — mais malheureu-
sement pas toutes (cf. § 3.6, n°5). Mais A peut aussi étre définie (propos. 3.2)
comme le prodult croisé d’une C*-algébre commutatlve — lalgebre des
fonctions continues sur le produit d’une suite d’espaces a deux éléments —
par un groupe d’automorphismes — le produit restreint d’une suite de
groupes a deux éléments; c’est d’ailleurs sous cet aspect que A se relie
le plus commodément aux relations d’anticommutation; ce deuxiéme point
de vue permet de retrouver les résultats de Ganding et Wightman. En troi-
sieme lieu A peut étre définie comme C*-algébre de Clifford d’un espace
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hilbertien réel de dimension infinie dénombrable — et ceci relie les travaux
déja cités a ceux de I. E. Segal, Shale et Stinespring.

Les deux premiers chapitres sont consacrés & une étude systématique
des produits tensoriels infinis, et d’abord des produits tensoriels infinis
d’espaces hilbertiens, pour lesquels on a jugé bon de reprendre 1’étude
sous une forme différente de celle de von Neumann, a savoir, essentielle-
ment, en ignorant le « produit complet » au profit des divers « produits
incomplets » qu’il contient; la théorie des représentations permet, d’autre
part, de simplifier notablement certaines démonstrations, comme celle
de la proposition 2.8, (1). En ce qui concerne les produits tensoriels infinis
de C*-algebres, beaucoup de leurs propriétés se déduisent aisément de
celles des produits finis par passage a la limite inductive; signalons toutefois
une propriété sans analogue dans le cas fini : la tendance trés nette des
produits infinis & étre antiliminaires (propos. 2.11). On a groupé au
chapitre 0 quelques brefs rappels sur les produits tensoriels infinis en
Algébre, destinés a éclaircir les rapports existant entre les diverses notions
introduites par la suite. L’auteur tient, pour terminer, a s’excuser des
longueurs que contient certainement ce travail : ¢’est qu’il ambitionne d’étre
lu par des mathématiciens aussi bien que par des physiciens, et le choix
des explications & donner ou a ne pas donner fut souvent bien difficile
a faire — et probablement bien arbitraire...

CHAPITRE 0.

PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES.

0.1. PrRODUITS TENSORIELS D ESPACES VECTORIELS. — Soit (E;),c; une
famille d’espaces vectoriels complexes; on définit en Algebre (c¢f. [2], App. 1)
le produit tensoriel ) E; possédant les propriétés suivantes :

i€l
(1) Pour toute famille (z:), ou ;€ E;, 1l existe un élément Q) z; de K E;
i€l i€l
dépendant multilinéairement des z;; tout élément de ) E; est combinaison
igl
linéaire de tels éléments;
(i1) (propriété universelle) Pour toute application multilinéaire u de]_—[ E:

dans un espace vectoriel F, il existe une application linéaire unique ¢
de Q@ E; dans F telle que ¢(Qz:) = u((z:));
(111) (associativité) Pour toute partition I:UI)\ de I, 11 existe
LeL
un 1somorphisme unique de @ E; sur ®<®El> transformant tout
iel

LEL\IE
élément @ z; en 'élément ( X xi>.

i€l ~rELNIED
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Nous utiliserons exclusivement ici des sous-espaces vectoriels de @ E;
définis de la facon suivante : on se donne pour tout ¢ un élément non
nul a; de E; et 'on prend le sous-espace vectoriel de @ E; engendré par
les éléments ) x;, ol x;= a; pour presque tout ¢ (on entend par la : sauf
pour un nombre fini d’indices); le sous-espace en question sera noté (81‘“” E;
ou encore @"E,. ‘ <

iel

Ce nouveau produit tensoriel peut aussi é&tre défini comme limite

inductive : s1 J et K sont des parties finies de I vérifiant JCK, écrivons

@ E,= (@ E£> & <]§), Ei> et définissons une application linéaire injective @, x
de @ Ei\ dans @ E; par
rox(§) =(§7) 8 (,4):

les @ E, forment maintenant un systéme inductif car, pour JCKCL,
J

on a trivialement 9g,.°9;x = 9,,; d’autre part, on peut aussi écrire

®"Ei:(® Ei>®<®“ Ei> et définir une application linéaire injective @,
. d

I I—-J

de (XJ)Ei dans (§I§)"'E; par
(B )= (§=) (%)

I—J

\

les ¢, forment un systéme inductif, 1. e. 909, x=19, pour JCK; d’ou

une application linéaire de h_rr;((%z) E£> dans Q“E; qui est visiblement

un tsomorphisme; on identifiera le plus souvent Q"E; a lim(@) EL>
— >\ 7

La propriété (i1) est encore vraie pour le produit tensoriel X"E;; notons
aussi la propriété fonctorielle suivante :

(iv) Sil’on a, pour tout i, deux espaces vectoriels E; et F;, des vecteurs
non nuls-a; et b; de E; et F; respectivement et une application linéaire u;
de E; dans F; transformant a; en b; il existe une application linéaire
unique Q@ u; de ®*E; dans @'F; transformant tout élément &
(o &;= a; pour presque tout i) en @ u;(x;); si les u; sont injectifs, il en
est de méme de ) u;.

On notera ¢; au lieu de ¢,,, application canonique de E; dans Q“E,.

0.2. PropUITS TENSORIELS D’ALGEBRES INVOLUTIVES UNITAIRES. —
Soit (A;);e; une famille d’algébres involutives complexes, chaque A; ayant
un élément unité e;; on écrira X A; au lieu de ®“’A;; tout élément de ® A;
est donc combinaison linéaire d’éléments de la forme & z:;, ou ;= e
pour presque tout ¢; X A; est une algébre involutive unitaire ou la multi-
plication est caractérisée par (Q ) (Qy:) = Q aiy; et I'involution
par (Q x:)*=@Q (x;); les applications ¢,y, @,, ¢ sont des morphismes
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d’algébres involutives unitaires; en particulier, @ A; est limite inductive
d’un systéme inductif d’algébres involutives unitaires; les Imo; sont des
sous-algébres involutives unitaires deux a deux permutables de & A,.

De plus, @ A; posseéde la propriété universelle suivante :

(v) 51 Pon a une algeébre involutive unitaire B et des morphismes
d’algébres involutives unitaires u; : A;— B deux a deux permutables
[on entend par la que w;(2).u;(z;) = u;(x;). wi(x;) quels que soient ¢ £ j,
z,€A; et x;€A,], alors i1l existe un morphisme d’algébres involutives
unitaires et un seul u : @ A;—~ B vérifiant u;= wog; pour tout i, c’est-

a-dire encore u(Q ) =|]ui(xi) en supposant que x;= e; pour presque

tout 1.
CHAPITRE 1.
PRoDUITS TENSORIELS D ESPACES HILBERTIENS
ET D ALGEBRES DE VON NEUMANN.
1.1. PRODUITS TENSORIELS D’ESPACES HILBERTIENS. — On va reprendre

‘étude de [20] d’un point de vue quelque peu différent.

Soit (H;),e; une famille d’espaces préhilbertiens complexes séparés;
pour tout z, soit a; un vecteur normé (') de H;; pour toute partie finie J
de I on fait de (JX) H; un espace préhilbertien séparé en posant :

(@xil@)’i):n(xil)’i%
J

alors les applications @, x du paragraphe 0.1 sont isométriques et I'on
peut faire de @“H; un espace préhilbertien séparé en posant

(93(2) [9:(0)) = (#]y)  pour x,yeQH
ou encore
CEASAES | [EARAE
ol z;=y;= a; pour presque tout i; les applications ¢; et ¢, sont alors
isométriques. On a, d’autre part, la propriété d’associativité suivante :

soit I=Uh une partition de I; pour tout AE€L posons a= @ a;

A i€,
AEL
il existe un isomorphisme unique et isométrique de @*H; sur @“’“( X H.i>
i€l 1LEL i€

(*) C’est-a-dire de norme 1.



6 A. GUICHARDET.

transformant tout élément @a; (o xz;=a; pour presque tout i)

iel
en @ (® @)
AEL\iel
h
Supposons maintenant les H; hilbertiens; nous noterons @“'H;
el

ou ®“H Pespace hilbertien complété de (X)“H,, pour toute partie finie J

iel
de I, on notera (X)Hi Pespace hilbertien complété de @ H;; les appli-
led i€J
cations ¢, x et ¢, se prolongent en des applications isométriques, notées

nh 13 h
de la méme fagon, de @ H; dans Q@ H; et @*“H; respectivement.
3 K 1

h h
Le produit tensoriel ®“ H; est limite inductive des ®Hi au sens suivant :

31 P’on a un espace hllbertlen K et des apphcatlons lmealres 1Isométriques u; :

® H;— K formant un systeme 1nduct1f il existe une application linéaire

1sométrique unique u : ®“Hi—> K telle que ue9,= u; pour tout J. Enfin
I

la propriété d’associativité s’énonce comme ci-dessus.

DEriNiTION DE Q) Z; POUR CERTAINES FAMILLES (%;).

Prorosrtion 1.1. — Sott (z:) une famille de vecteurs vérifiant
(1) Z‘|lxi||?—1‘<+oo;
(2) E|($i|ai)—1|<+°°;

i

alors le produitlIH x;|| existe, et est nul si et seulement si U'un des x; est nul;
de plus, la famille <<pJ<® xi>>, ow J est une partie finte variable de 1, admet
J
h .
une limite dans Q"H;, dont la norme est égale a rIH z;||. Cette limite sera
. :
notée Q) ;.
La proposition étant triviale si l'un des z; est nul, supposons les ;

non nuls; alors (1) implique que lIHxLH" existe et est non nul (cf. [20]

; les produits finis H” z;|| sont majorés

lemme 2.4.1); posons ¢ :II”“" :
J

par un nombre k. D’autre part, comme on a (z:|a;) # o pour presque
tout i, on peut supposer (x;|a;)>0 pour tout i; alors (2) implique

que H(wl | a;) existe et est non nul, soit d sa valeur. Soit maintenant ¢ > o;
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il existe une partie finie J telle que pour toute partie finie K contenant J
on ait ‘
ec
[Der—cl<mes
K
T(r ¢l d|
l_.[(x’m’)—d‘éSk—i-s’
K

st KDJ, on a, en posant L=K — J: |
H@xi”"@ai 2+1;gRe<§)x;~|(?ai>
[I“ Z Hzf I H,(xi |a;) —1
H||xi“2—c—|—c—[l|1xi|]‘.~’
= |+ - A
|} S
_ H(xilai)—d—Fdw]i[(xilai)
9|2 J

l—[(xl-|a,~)
J

==
L

= +2

+

€
ézi

puis

[#x(@) (@) =R e e n(@ =]

:[In will-| @ 2 — Q@ a Hé (ak)%,

d’ou 1’assertion.

h
1.2. RELATIONS ENTRE LES DIVERS ESPACES (X)“H..

el
Prorosition 1.2. — Les relations

Dl — (] b) | <+

l

et

Z(I—"l(“z‘|bi)!)<+°°‘

)

entre familles de vecteurs normés sont des relations d’équivalence; si 'on note
la premiére a ~ b et la seconde a~b, on a arv b sv et seulement si il existe
une famille («;) de nombres complexes de module 1 telle que (b)) ~ (oa;).

Ces deux relations sont visiblement réflexives et symétriques;la premiére
est transitive : en effet, supposons aussi (b;) ~ (¢;); alors

L (] ) =1 — (a|by) +1— (by|cr) + (at— by | b— c2);
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comme
||a;— b;||>=2 — 2Re (a; | b;)
Z2|1— (a:]bi) |,
on voit que ‘

2[] a;— b |P<+oc et de méme, 2l|bi—cill‘2<+oo;

alors

Elfai—bfn.“ bi_ci”<+oo

et, finalement, , .
ZII — (ai|ci) I <+ C.

(I

Démontrons maintenant la derniére assertion : si (b;) ~ (%;a;), on a

1

1

=1 (@) ) =X0—| (zalb) )

éZ]I—(aiailbi) | <+ %0}

1

réciproquement, supposons a ~ b; posons

g alb) /(@) b)) s (@] by) o,
T I sinon;;

alors

1

Dl (e b | =X (0= [ (@] b) [ <+ o0

La transitivité de ~ est maintenant immédiate.

Prorosition 1.3. — Supposons a~ b et, plus précisément,

Z[I—(aiailbi)|<—|—oo, avec |o;| =13

1

alors il existe un isomorphisme unique de é“H,- sur é”Hi transformant
tout élément @ x; de ‘é“Hi (avec x;=a; pour presque tout i) en
‘élément Q ou;x; de é"Hi.

L’unicité est évidehte; pour prouver l’existence, prenons une partie

finie J de I, écrivons
13

=(§m)3(¢)
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et définissons une application linéaire u, de @ H; dans ®"H; par
: 4 : J
uJ(®xt) (®alxl)®(l®I aiai)v

ce qui a un sens d’apres la proposition 1.1; les u; sont isométriques et
forment un systéme inductif; 1l en résulte une application linéaire isomé-

1A I
trique w de @“H; dans @"H; qui transforme tout @a; en I’élément
voulu; pour voir que u est surjective, il suffit de voir que tout élément Q) y;

h
de Q"H; avec y;= b; pour presque tout i, est limite d’éléments de Imu;
soit done y;= b; sauf pour ¢t€J finie; prenons KD J et ;= «y; ou a;
suivant que ¢ appartient ou non a K; on a

[0 (®@ ) — @il =||(®3) @ (& na— & br) || = @]| & =— & b

et le deuxiéme facteur tend vers zéro d’aprés la démonstration de la
proposition 1.1.

h . -
Remarque 1.1. — L’espace Q"H; est noté, dans [20], [l Q°H,, ou €
ael

désigne la classe de a selon la relation = ; si I'on prend un représentant
de chaque classe, puis la somme hilbertienne des produits correspondants,

on obtient I’espace noté l]@Hm; enfin si 'on ne prend que des repré-

sentants appartenant a une méme classe selon ~, on obtlentI[ & H
ael

1.3. PRoODUITS TENSORIELS DE SOMMES ET D' INTEGRALES HILBERTIENNES.
— Le résultat suivant se trouve, sous une forme légérement différente,

dans [4], lemme 3.3.

Prorosition 1.4. — Sotent I un ensemble, pour tout 1 €1, X; un ensemble
et a; un élément de X;; pour tout i et tout /,€X;, H,,, un espace hilbertien
et a,y, un élément de cet espace, normé si /;=a; et nul dans le cas contraire;

pour tout 1€1 posons Hi= @ H,,, (somme hilbertienne) et a;= (a,.);
1i€X; .

soit X le sous-ensemble de HXi formé des familles (7;) telles que ;= a;
pour presque tout i; pour tout £ = (/;)€X posons

13 h I N
H, = (® H,, ,) ® ( Qe LI H,, A)
K I—K

(K est I’ensemble des ¢ pour lesquels 7;5£ «;), que nous noterons ausst

®"' “'H, 4. bien que a,; soit non normé par un nombre fini d’indices.
i
3
Alors il existe un isomorphisme unique de @®“"H; sur @ H; transformant
; 1Ex

i

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 1. 2
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tout élément Qux; [ou x;= (x,y,) et x;=a; pour presque tout t] en la
4
famille 1. — @ x, ..
i

L’unicité est évidente; pour établir Iexistence, prenons une partie
finie J de I; on sait qu’il existe un isomorphisme -

o !h !
w: QH—> @ (@Hi,xi>
¥ Corelln NI
J
transformant tout élément @ x; en la famille 4, ® =z, 5,; d’autre part,
J J
il existe une application linéaire isométrique

h
i ® (@ H,.,xi>_> Q H,
XEX

XJGHX,’ J
3

transformant toute famille %,—~y, en la famille Z->y, ®<®ai,zi>;
3 ¥ 1—=J
h
les applications ¢;ou; : @ H;— & H; sont isométriques et forment un
: I 1eXx .

h
systéme inductif; il en résulte une application de ®'“'H; dans @ H; dont
¢ ’ i 1 EX

on voit sans peine qu’elle posséde les propriétés de 1’énoncé.

. , Pt . i : .
Cororraire 1.1. — Définissons X;, &; et X comme ci-dessus; pour tout t,

soit a; la fonction de Dirac en a; (*) considérée comme élément de 1*(X,);
1A
il existe un tsomorphisme unique de @“'1*(X;) sur 1*(X) transformant

tout élément Q fi (o fi= a; pour presque tout 1) en la fonction x »I]fi‘(xi).

Cororratre 1.2. — Sotent (Gi),er une famille de groupes discrets,
a; la fonction de Dirac en ¢;, élément neutre de G;; G le produit restreint

des G;, ensemble des fdmilles (si)ej[]Gl- telles que s;=¢; pour presque
' h

tout i; il existe un tsomorphisme unique de @'“'1*(G,) sur I>(G) transformant
tout élément @ f: (ot fi= a; pour presque tout i) en la fonction x -> [Ift(:vt)
Lemme 1.1. — Soit (X,),cr une famille finte d’espaces localement

compacts; pour tout i, sotent \; une mesure positive sur X; L= H,, un
champ pi-mesurable d’espaces hilbertiens, (t;,) une suite fondamentale de

champs p..-mesurables de vecteurs; posons X:[[Xiz =@ . Il existe

h
sur le champ 7.—~ @ H, ;, une structure de champ p.-mesurable et une seule
i

(?) Ou fonction égale a 1 en o; et a o ailleurs.
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rendant mesurables les champs de vecteurs y = (L) >~ @t ,,(L); il existe

alors un isomorphisme unique
h (&) D n
v @ [ty dp ) > [ O (1)
transformant tout élément @ x; en le champ de vecteurs 1 — @ x:(L;).

Pour la premiére assertion, il suffit ([5], chap. II, § 1, propos. 4) de vérifier
que les fonctions 7 — ((X) b (L) | Rt ,,;(Xi)> sont mesurables et que pour

13
tout 7 les vecteurs @t;,,(£;) forment une suite totale dans @ H, , —

ce qui est immédiat. En ce qui concerne la deuxiéme assertion, remarquons
qu’on a une application multilinéaire

, ® ®
u Hf Hl‘,./i dy»l (Xl) —>f ® Hi,Xi de- (X)

transformant toute famille (z;) en le champ 7> ®ua:(Z:); il en résulte

une application linéaire v comme indiqué dans I’énoncé; il est facile de
voir qu’elle est isométrique; enfin on vérifie qu’elle est surjective en
utilisant [5], chap. II, § 1, propos. 7.

Prorosition 1.5. — Soient 1 un ensemble dénombrable, (X,);cx une
famille d’espaces compacts; pour tout i, sotent p.; une mesure positive de masse
totale 1 sur X;, L;—~ H,,, un champ y;-mesurable d’espaces hilbertiens;
(8, ,.,) une suite fondamentale de champs de vecteurs mesurables; a; un champ
de vecteurs mesurable tel que | a;(/;)||=1 pour presque tout 7; posons

[~ h . .
X :]1 X, b= @ i, et pour tout L€ X, soit Hy= @‘””/“'” H, .. Il existe sur

le champ 7. —~H; une structure de champ p-mesurable et une seule rendant
mesurables les champs de vecteurs

X—->< X t,r,,,b.(Xi)> ®< ® a,i(Xl-)> (J, partie finie variable de T);
i€J iel—1)
il existe de plus un isomorphisme unique

h ® ®

®‘”"’f Hi y, dps (%) —>f Wy dp.(%)

transformant tout élément Qx; (ol ;= a; pour presque tout i) en le
champ 7. — @ x;(1,).

La premiére assertion se démontre comme au lemme précédent; passons
a la deuxiéme : pour toute partie finie J de I, on a d’aprés le lemme un
1somorphisme

A @ @ 4
Wi ® f lfli,zidwf)»f & H, 1, dps (L),
ieJ . ied
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ou = Qw; et £, € I IX,-; d’autre part, on a une application isométrique
i€l
i€l
naturelle

@ h . D 4
o) : f & H, 7, dios (%) >f & Hy, dis ()
ied ied

transformant tout champ %,—~y(%,) en le champ % — y(%,), ou le

deuxiéme Z; désigne la projection canonique de 7 sur ]]Xl Enfin pour
g

h
tout 7 on a une application isométrique évidente w, ;, de @ H, ,, dans Hy;
' i€J

il en résulte une application isométrique
D 5 els]
Wyt f ~(§J H; y, dp. (%) —>f Hy du. (%)
transformant tout champ Z — @ x;(%;) en le champ
J
(1) X—>(®z,-(%,~))®(® ai(X,-));
J 1—J
. . . . /l @ -

wyeov ouy est une application isométrique de H, ,, du;(7;) dans

el

®

f H,, dp.(X) transformant tout élément @ z; en le champ (1). Ces appli-
cations forment un systéme inductif, et par suite définissent une application

isométrique comme indiqué dans I’énoncé; on voit qu’elle est surjective
en utilisant ([5], chap. 1I, § 1, propos. 7).

CoroLrLAIRE 1.3. — Définissons X, t;, X et U comme ci-dessus; notons a;
b b b
h
la fonction 1 sur X;; alors il existe un isomorphisme unique de @"“'1* (X, 1)

i

sur L* (X, u.) transformant tout élément ) f; (ou fi= 1 pour presque tout i)

en la fonction 7/ »l]fi(')(i).

1.4. PRODUITS TENSORIELS D’ ALGEBRES DE VON NEUMANN. —
Soient (H;);cr une famille d’espaces hilbertiens, @ = (a;) une famille

I h 14
de vecteurs normés, H= Q“ H;; pour tout j €I écrivons H= H; <®”’ Hl)
=
et pour tout T€£(H;) notons T l'opérateur linéaire continu dans H
défini par T = T @1; l'application T — T est un isomorphisme de £ (H))
sur une algebre de von Neumann dans H; les diverses algébres de von
Neumann ainsi obtenues sont deux a deux permutables. Pour toute

famille (T,) ou T; € £ (H;) et T;=1 pour presque tout i, on posera R T,= I ITL';

noter que cet opérateur n’est autre que I'image de I’élément @ T; de
I’algebre @ £ (H;) par un morphisme évident de Q £ (H;) dans £ (H).
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Donnons-nous maintenant pour tout ¢ une algébre de von Neumann A;

dans H;; nous noterons Q“A; I'algébre de von Neumann dans H engendrée

par les opérateurs T;, ou T; parcourt A, et i parcourt I; on a trivialement

& A c(@A) .
Le résultat qui suit se trouve partiellement dans [4], propos. 3.2 et
corollaire.

Prorosition 1.6. — L’algébre Q“A; est un facteur si et seulement si

chaque A; est un facteur; on a @ A;= 2 (H) si et seulement si A;= £ (H,)
pour tout t.

Deuxiéme assertion (contenue dans [20] théoréme X) : Si le commutant
d’une des A;, soit A,, contient un opérateur T non scalaire, le commutant

de ®“A; contient T qui n’est pas scalaire; réciproquement suppo-
sons A;= £ (H;) pour tout ¢ et démontrons que ®“A,= £(H); rappelons
d’abord que cela est vrai si I est fini; ensuite il suffit de montrer que le

c
seul sous-espace vectoriel fermé de H non nul et invariant par @“A;
est H, ou encore que, étant donnés deux vecteurs normés = et y de H et

un nombre ¢ > o, il existe Teé}“Ai tel que | Tz — y| < ¢; or il existe

une partie finie J de [ et des vecteurs normés z’, y’ € Img, tels que ||z’ — z ||
c n

et |y —yll <e; pus 1l existe T€®A£=ﬁ’<® Hi> tel que |[T| =1
4. J

et que Ta'==y’; alors

[Te =yl Te —Ta' |+ [Tz =y [+ 1y —y [ <2e

Premuére assertion : Si le centre d’une des A;, soit A,, contient un
opérateur T non scalaire, le centre de ®"’AL~ contient T qui n’est pas
scalaire; réciproquement supposons que chaque A; soit un facteur; comme
on a ®“A; C<®"AL~>,, l’algébre de von Neumann engendrée par ®"AL~ et
son commutant contient tous les opérateurs S.T, ot SEA, et TEA,,
donc tous les R ou Re€£(H,), donc est égale a £(H), ce qui signifie
que ®“AL~ est un facteur.

Remarque 1.2. — La nature de ®”’AL~ dépend essentiellement du choix
de a; par exemple, prenant H(=C'Q C*, A;= £(CG*)@ 1 et faisant
varier a, on peut obtenir des facteurs de type I, II ou I1I (¢f. § 3.6).

Remarque 1.3. — Takeda définit dans [25] un produit tensoriel abstrait,

limite inductive des produits tensoriels finis, et dont les divers ®"A;
sont des quotients; cette notion sera utilisée dans la démonstration de
la proposition 2.8.
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1.5. PRODUITS TENSORIELS DE REPRESENTATIONS UNITAIRES DE GROUPES
piscrETs. — Solent (G;),e; une famille de groupes discrets, ¢ 1'élément
neutre de G;, ©; une représentation unitaire de G; dans un espace hilber-
tien H;, a; un vecteur normé de H;; G le produit restreint des G; (voir

définition au corollaire 1.2); associant a tout élément s = (s;) de G
h

lopérateur w(s) = @ 7;(s;) dans (X)"HL, on obtient une représentation
unitaire, notée @“m;, de G dans ®"Hl, I’algebre de wvon Neumann
engendrée par =(G) n’est autre que le produit tensoriel des algébres de
von Neumann engendrées par les m;(G).

Prorosition 1.7. — S¢ H;= I*(G)), a; = fonction de Dirac en ¢; et st =;
est la représentation réguliére gauche de Gi, alors Q"m; est équivalente &
la représentation réguliére gauche de G.

Cela résulte immédiatement du corollaire 1.2.

1.6. PrRoDUITS TENSORIELS D’ALGEBRES HILBERTIENNES. — On utilise
la définition des algébres hilbertiennes donnée dans ([5], chap. I, § 5).

Soit (A;) une famille d’algebres hilbertiennes, chaque A; admettant un
élément unité e; de norme 1; A = @A, est une algéebre involutive et
un espace préhilbertien; c’est en fait une algebre hilbertienne : les axiomes (1)
(11) et (1v) sont trivialement vérifiés; quant a 'axiome (u1), 1l suffit de
vérifier que 'application y — zy est continue pour tout z de la forme @
ou x;=e; pour presque tout t, soit pour t€J finie; écrivons

QA= <® Ai‘) & < & Ai>; alors 'application y — zy est de la forme T 1
J 1—J

et T est continue puisqu’il s’agit maintenant d’un produit tensoriel fini.
51 'on désigne par H; et H les espaces hilbertiens complétés respectifs

de A; et A, on a H= ®“

Prorosition 1.8. — On a

U@ A) =RDIU(A) et V(RA) =@ (A,).
Si Q z€R A, on a ‘
| U®1:®U eé@wm(An,

comme U(Q A;) et V(Q AL-) sont engendrées respectivement par les Ug.,,
et Vg., On a )
U(® A) c@“IU(A),
V(@A) CQUU(A),
puis
W(RA) = (¥ (®A)) > (v (A)
>R (V(A))' = ®U(Ay).
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CHAPITRE 2.

PRODUITS TENSORIELS DE C*ALGEBRES.

2.1. CAs DES PRODUITS TENSORIELS FINIS. — On va rappeler brievement,
dans ce paragraphe, les définitions et résultats principaux concernant
les produits tensoriels finis de C*-algébres.

Produit tensoriel &. — Les démonstrations sont données dans [16]
dans le cas du produit tensoriel de deux algébres. '

Soit (A;);e; une famille finié de C*-algébres admettant chacune un
élément unité e; et ¢; le morphisme canonique A;— @ A;; pour tout
morphisme unitaire u de I'algébre involutive & A; dans une C*-algebre B

et tout élément x =2®xi,,, de ® A;, on a
i
P

[KICN = | IEICICHMEN S | LEME

si on pose | x| == sup| u(z)|, la borne supérieure étant pris¢ pour
toutes les C*-algébres B et tous les morphismes u, on obtient une norme
d’algébre involutive sur @ A; qui vérifie en outre

W @=Ll (mer;

(2) ‘ |azx* || = x| (xe @A),

et qui est la plus grande parmi celles qui vérifient ces conditions. En
complétant @ A, pour cette norme, on obtient une C*-algébre notée X A
elle possede la propriété umverselle suivante : pour toute famille (u;)
de mosphismes unitaires deux & deux permutables des A; dans une C*-algebre

unitaire B, 1l existe un morphlsme unitaire unique u : R A;— B tel qu’on

ait u(Q zi= [IuL xl) pour toute famllle (xl) Ce produit tensoriel est

associatif en un sens évident (cf. chap. 0).

Produit tensoriel Q. — 1l existe sur @ A; une plus petite norme d’algébre
involutive vérifiant (1) et (2); elle est notée || et peut étre définie
de la facon suivante : soit, pour tout i, ©; une représentation fidéle (donc
1sométrique) de A dans un espace hilbertien H;; alors la représentation @ =;

I8

de @ A; dans ® H; est 1sometr1que pour la norme || ||, cect quel que
soit le choix des H; et des 7,; la complétée de ® A; pour cette norme est

une C*-algébre notée & A; ([26], [27], [30]).
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Les normes || ||, et | |, peuvent é&tre distinctes (cf. remarque 2.2);
elles sont égales si les A; sont postliminaires; dans le cas général, Pappli-
cation identique de & A se prolonge en un morphisme surjectif @ A;—~ & A,
qui est dit canonique ([16], [26]).

Si les A; sont simples, il en est de méme de & A; (noter que pour les
C*-algebres unitaires, « simple » signifie aussi bien « sans idéaux auto-
adjoints non triviaux » que « sans idéaux autoadjoints fermés non
triviaux »); si les A; sont liminaires (resp. postliminaires), il en est de
méme de & A, ([26], [30], [31]). :

Soit, pour tout i, 7; une représentation de A; dans un espace hilber-
tien H;; 1l existe une représentation unique ®7:L- de ® A; dans (/X) H,
telle que (@ ni) (® x:) = @ =i(x;) pour toute famille (z;); son noyau ne
dépend que des noyaux des w;; en particulier, si les =, sont fideles, & =
Pest aussi; I'algébre de von Neumann engendrée par Im ) =; est le produit

tensoriel des algébres de von Neumann engendrées par les Im 7, On a la
propriété de distributivité suivante : soit, pour tout i, (%,,,), avec 4, €L;

une famille de représentations de A;; posons L =HL1; alors les repré-

14

sentations ®<6} ﬂ'i,)\;> et P (@ "'v,-,*,\,.> sont équivalentes. Si les A; sont

i€L \}EL; rEL\IEL
postliminaires, toute représentation irréductible de @ A; est équivalente
a un produit tensoriel de représentations irréductibles; ceci est faux dans

le cas général ([15], [30]).
Soit, pour tout i, f; une forme linéaire positive sur A;; il existe une
forme linéaire positive unique @ f: sur @ A; telle qu’on ait

(@1) (@20 =[] it

pour toute famille (z;); la représentation canoniquement associée a Q f;
est équivalente au produit tensoriel des représentations canoniquement

associées aux f;; en particulier, Q) f; est pure si et seulement si les f;le sont;
si les f; sont centrales, (X) fi Pest aussi; en particulier, si les f; sont des
caractéres finis, & fi est ausst un caractére fini; réciproquement, tout
caractére fini de & A, est le produit tensoriel de ses restrictions, qui sont
elles-mémes des caracteéres finis; en d’autres termes, toute représentation
factorielle de type fini de Q) A; est quasi équivalente a un produit tensoriel
de représentations factorielles de type fini ([15], [30]).

Soit (G;)ie: une famille finie de groupes localement compacts; il existe

un isomorphisme unique de ® C*(Gy) sur C* (]]Gl> transformant tout
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élément Q [, ou f;€IK(G,;) en la fonction sur HGL' ts = (s) —>[Ifi (s1);
s1, de plus, le dual de chaque G; est identique a son dual réduit (sur cette
notion, voir [6], 18.3), il en est de méme de IIGL' et 'on a de plus

QC (G) =@ C (G ([15], |16]).

2.2. DEFINITION DE (D A; DANS LE CAS GENERAL. — Soit (A),c, une
famille de C*-algébres ayant chacune un élément unité e;; notons g; les
morphismes canoniques A; > A;; pour tout élément x de K A; posons
|2||,=sup||u(z)|, la borne supérieure étant prise pour tous les
morphismes unitaires u d’algebres involutives de &) A; dans toutes les
C*-algébres unitaires; comme au paragraphe 2.1, on voit que ||z |, est
fini et que || ||, est une semi-norme vérifiant les conditions (2) et

| & ], éﬂ [[2:|| pour z;€A; et ;= e; pour presque tout ¢;

pour montrer que c’est une norme et qu’elle vérifie (1), choisissons pour
tout ¢ une représentation fidéle m; de A; dans un espace hilbertien H; et
un vecteur normé %, de H;; notons = la représentation correspondante

n
h
de ® A; dans ®*H;; soit sz@ Z;,, un élément de @ A;; 1l existe
p=1
une partie finie J de 1 telle que t€J 1mplique z;,=e; pour
tout p =1, ..., n; écrivons

® A= <® A,-) ® (@JAi),

J
h h h o
QF H,= <® H,-) ® < & H,>;
I J J
alors on peut écrire
x=x;Q (1@1 el-),
77(1‘) :T‘.J(‘I‘J) ® 1,

ou z;€ER A; et 1;= Q) 7;; 7, étant fidele, on voit que © est fideéle, done
J J

que | ||, est une norme; par ailleurs, supposons n = 1; alors
[EICNEEACHIES | [EA
d’ou résulte la condition (1). Il est facile de voir que || ||, est en fait la

plus grande norme d’algébre involutive vérifiant (1) et (2).
En complétant @ A; pour cette norme, on obtient une C*-algébre

notée Q@ A; ou @ A; et qui posséde la propriété universelle suivante :
=

Prorosition 2.1. — Pour toute famille (u;) de morphismes unitaires
deuzx a deux permutables des A; dans une C*-algébre unitaire B, il existe
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 1. 3
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un morphisme unitaire unique u de ® A; dans B tel que u(Q x;) HuL (),
pour toute famille (z;), ot x; € A; et x;= e; pour presque tout t.
En effet, d’apres le paragraphe 0.2, il existe un morphisme u: @ A; -~ B

vérifiant cette condition, et u se prolonge & X A; puisque || u(z) | = | z |,
pour tout z€ QA..

Le produit tensoriel ) est associatif au sens suivant : pour toute parti-

tion [ = U I, de T1l existe un isomorphisme unique de ® A; sur ®< R A; >

LEL lel
rEL
transformant tout élément @ Zi, ol x; = e; pour presque tout t, en ( X x[\).
wEL\ il

Définition de @ A; comme limite inductive. — Soient JC K deux parties
finies de I; le morphisme ¢,x: @A; > A; défini au chapitre 0 se
J K

prolonge en un morphisme &y : ® A~ ® A;; s1 on éerit
4 K

5 A (SANSD( & A,

' (@ >®(K®J >’
on a

b5k () :x@( () ei) pour tout z€® A;,
K—1J 4
ce qui prouve que %, est isométrigue. Il est clair que les A,
4

forment maintenant un systéme inductif. D’autre part, les morphismes

¢, ®A ~>®A se prolongent en des morphismes ‘J ®A ~>®A qui

sont isométriques pour la méme raison que les g ; les {, forment un
systéme inductif et, par suite, définissent un morphisme ¢ :lim ® Ai> QA
—_ 4 I

(pour la définition des limites inductives, cf. [25]); ¢ est évidemment
1sométrique; 1l est surjectif puisque son image contient @ A;; c¢’est donc

un tsomorphisme de lim R A; sur ® A,

—

Remarque 2.1. — Indiquons sans démonstration le résultat suivant,
analogue a la proposition 1.1 : soit (2;) une famille vérifiant

= e <+

alors le produit ll|| x; || existe et est nul si et seulement si I'un des z;

est nul; la famille <<p, <® xl>> admet une limite dans & A;, dont la norme
X ,
est égale a I IH xi ||.

2.3. DériNiTioN DE (X A; DANS LE cAs GENERAL. — Rappelons la

définition donnée dans [25] : les produits tensoriels finis (9 A; forment
J
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un systéme inductif avec des morphismes ¢,x analogues aux ¢, du
paragraphe précédent et 'on pose @ A;= lim @ A;; on a la méme propriété
J —
d’associativité que pour @ A,
Proposition 2.2. — La C*-algébre @K A; s’identifie canoniquement a
Palgébre complétée de Q) A; pour une certaine norme || ||, qu'on peut décrire

comme sutt : sotent, pour tout i, T; une représentation fidéle de A; dans un
espace hilbertien H; et %; un vecteur normé de H;; soit = la représentation

h
correspondante de @ A; dans @*H;; alors on a | =(x)|=|=z]|, pour
tout t€Q A..

Les morphismes composés ®AL~~>®A,~—> ®Ai forment un systeme
J J 1

inductif et par suite définissent un morphisme ¢ : @ A;—~ @ A; qui, visi-
1 1

blement, est injectif et a une image partout dense; ensuite lanorme x — || 7 (z)||
sur @ A; induit sur chaque @ A; la norme || ||, (¢f. § 2.1), ce qui prouve
4

que ¢ est isométrique.
C. Q. F. D.

Il est facile de voir que || ||, est en fait la plus petite norme sur Q) A;
vérifiant (1) et (2).
Si les A; sont commutatives, soit A;= C(X;), X; espace compact,

® A; s’identifie canoniquement a € <H Xi>, a tout élément @ x; de (X) A;
correspondant la fonction sur HX" 2= (/) —?[[xi(y‘i) (voir [25],
théor. 6).

La norme | ||, sur @ A; étant inférieure a la norme | |, I'application

identique de @ A; se prolonge en un morphisme de QA; dans @ A,

évidemment surjectif; il sera dit canonique; c¢’est la limite inductive des

divers morphismes canoniques @ A; > @ A..
J 4

Prorosition 2.3. — St les A; sont postliminaires, le morphisme cano-
nique Q Ai— Q A; est un isomorphisme.

Car tous les morphismes canoniques @ A;—> & A, sont des isomorphismes.

Prorosition 2.4. — St les A; sont simples (voir définition au §2.1),

R A; Pest aussi.

*

~Car soit u un morphisme non nul de @ A; dans une C*-algébre B; il

existe une partie finie J de I telle que u ® Ais£ 0; pour toute partie
J
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finte K de I, u

J®K A; est non nulle, donc isométrique puisque @k
n . |

A
o AL

v
est simple; u ‘ & A; est isométrique, donc aussi u puisque la réunion des
& ,

i

est partout dense dans ® A
I

Remarque 2.2. — Les A; peuvent étre simples sans que (9 A; le soit.
Soient, en effet, G le groupe libre a deux générateurs, H = I’(G), = et p
les représentations régulieres gauche et droite de G, A (resp. @) la C*-algeébre
(resp. I'algébre de von Neumann) engendrée par ©(G); comme = et ¢
sont équivalentes, A (resp. ) est isomorphe a la C*-algébre (resp. a
lalgtbre de von Neumann) engendrée par ¢(G); on a donc deux
morphismes u et ¢ de @ dans £ (H), ou u est I'identité et ¢ envoie A
sur ¢(G)"= @'; comme u et ¢ sont permutables, il en résulte un

morphisme & de A QA dans £(H) tel que w(x Q@ y) = u(x)¢(y);

w n’est pas continu pour la norme | |, sur A Q A, car ladite norme
induit sur A @ A la norme | |, et il est prouvé dans [16] (théor. 6)

que w| A @ A n’est pas continue pour cette norme; le morphisme cano-
nique & ® @A -~ A*® @ a donc un noyau distinct de {0} et de & & A,
laquelle n’est donc pas simple. D’autre part, €L est un facteur de type II,
parce que toute classe d’éléments conjugués de G non réduite a I’élément
neutre est infinie (¢f. [5], chap. IlI, § 7, propos. 5); & est donc simple

(thid., § 5, cor. 3 de la propos. 2).

2.4. PRODUITS TENSORIELS DE REPRESENTATIONS. — Posons A = &) A;;
iel
soient, pour tout ¢, H; un espace hilbertien, ©; une représentation de A;
h

dans H; et & un vecteur normé de H;; posons H = Q-H..

Prorosition 2.5. — Il existe une représentation unique 7™ = Q7
de A dans H telle que ©(Q x:) = Q mi(x;) pour z;€A; et x;= e; pour
presque tout i; st €; (resp. ) désigne Ualgébre de von Neumann engendrée

par Im 7; (resp. Im 1), on a A = Q*A,.
L’existence de ™ résulte de ce que, pour toute partie finie J de I, la
restriction de la représentation @ 7; de @ A; 4 ® A; est de norme —r1;
J
les autres assertions de I’énoncé sont triviales.
CoroLLAIRE 2.1. — La représentation Q*%; est factorielle (resp. irréduc-

tible) st et seulement su toutes les =; le sont.

Cela résulte immédiatement de la proposition 1.6.

Prorosition 2.6. — Le noyau de Q*=; ne dépend que des noyaux des 7;
X 7; est fidéle si et seulement si chaque =; est fidéle.



PRODUITS TENSORIELS INFINIS. 21
Sotent m; et 7, deux représentations de A; ayant méme noyau; on sait

que pour toute partie finie J de I, @ 7; et ® 7, ont méme noyau; donc
J J

pour tout xE(ZX) A;, on a
[§=) @ [=] (=) =]

(&) @) || =l{@m) @

et cela reste vrai, par continuité, pour tout x € A ; d’oula premiére assertion;
la seconde est immédiate a partir de la proposition 2.2.

ou encore

Comparaison des diverses représentations X)°7; obtenues en faisant
varter & (*).

Prorosition 2.7. — St £~vE" (voir définition & la proposition 1.2),
les représentations Q°w; et X 7; sont équivalentes.

On aZI 1— (5] E)| <+ o, ou les «; sont des nombres complexes

h
de module 1; d’aprés la proposition 1.3, il existe un isomorphisme u de ®*H;

h
sur @ H; transformant tout élément Qv;, ou 7;=2E& pour presque
tout ¢ en I’élément ) %;v;; on va démontrer que

o ((é)zﬂr,) (x) = ((éé-'ﬂ'l) (2) ou

pour tout z€Q A;, ou, ce qui est équivalent, pour z = Qz; avec x;=e;
pour presque tout t; ou enfin que

(@) (@ ) (@ 1)) = (&7 m) (® ) (1 (@ n1)),

avec 7;= &; pour presque tout ¢; alors, prenant J telle que ;= ¢; pour v & J,
puis K D J, on a

2 membre = (® m; (z;)) (liim <((§) Oti‘ﬂz) ® ( & & >>>

= lim <<(§) 7 () .ocm,) & (I@KE}»

K
=@ m; (x;) .o;0;= 1°* membre.
ProrosiTioN 2.8. — Réciproquement, st les ©; sont trréductibles et st £ oG E’
’ o CH
les représentations QR 7, et R 7; sont inéquivalentes.

(1) Commencons par démontrer un cas particulier (d’ailleurs contenu
dans le théoreme X de [20]) : celui ot A;= £ (H,) et ou 7; est application
identique.

(*) On trouvera des résultats voisins dans [18’], théor. 5.
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On a, par hypothese,
o=l &) =+

soit I, un sous-ensemble dénombrable de I tel que

Da—] @l ) =—+;

i€l

d’apres [20], lemme 2.4.1, on a

| ] BEIEIETE
i€l
distinguons deux cas :

a. (£]%&) £ o pour presque tout i; on peut alors supposer (5|&) 5 o
pour tout t€l,; notons T; l'opérateur (dans H;) de projection sur &;
soit (J,) une suite strictement croissante de parties finies de I, ayant
pour réunion I,; posons

S,L:<(§) T,~)®(I®L 1) €eQr (Hy);

on va voir que (%) (S,) tend fortement vers zéro, mais non (®?%;) (S,),

ce qui démontrera la proposition; pour montrer que (®i'ni> (S,,)) (n) ~ o

pour tout ‘qeéi'H;, on peut se borner a prendre 1€ ®-H; (parce que
les opérateurs considérés sont de norme =_1), puis, par linéarité, 1= Qv
avec 1;= £, pour presque tout ¢ et |v;]|="1; soit K l’ensemble des
pour lesquels 7;5% &, ; on a

[ (@¥m) ) @ =, ® Tm)@(,® T2y (8 &)

= [T Tzl
I,—K

= 1 11
J.—K

=1 1>/<[] @) ()
N Jn J.NK

et cette expression tend vers zéro parce que son numérateur tend vers zéro
et que son dénominateur reste minoré par un nombre > o. D’autre part,

(R¢,) (S.) ne tend pas fortement vers zéro, car il prend sur @ &; la valeur
constante Q) ;.

b. (£:]%) = o pour une infinité de i; on peut alors supposer que cela
a lieu pour tout 1€ 1,; le raisonnement est analogue a celu1 de a, en plus

simple uisque ( E'T’»i n T; est nu és ue n rencontre 0 .
imple puisque ((®¥=) (S,) (® ) 1 dés que J I, — K
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(1) Passons maintenant au cas général. Les produits tensoriels finis

® £(H,) forment un systéme inductif d’algébres de von Neumann avec
3

des morphismes normaux évidents ® 2 (H,) —+®J§’(H,~) pour JCK;
4 K

soit L la limite inductive de ce systéme inductif dans la catégorie des
algébres de von Neumann avec morphismes normaux (voir, par exemple,
une définition dans [17], § 7); les morphismes normaux évidents’

o

h
(%g) £(H) - £ (@E H,.),
c 1
& £ (1) - (@v1,)

définissent des morphismes normaux

w: A2 (é}iﬂi)’
h

' A= (®5’H,~>

qui sont des représentations non équivalentes; en effet, @ £ (H;) s’identifie
4 une sous-algebre de @, et les restrictions de u et u’ a cette sous-algebre
sont inéquivalentes, d’aprés (i); d’autre part les divers morphismes

composés Q@ A;— @ £ (H;) - A définissent un morphisme ¢ : QA;— &
dJ J
dont 'image est ultra-faiblement dense dans @; de plus, uo¢ et u’o¢ sont

respectivement les restrictions de @°7; et @®* 7 a @ A;; si ces deux

représentations étaient équivalentes, 1l existerait un isomorphisme F
h

de ®°H; sur é) H; tel que
Fou(v(x)) =u' (¢(2))oF pourtout ze® A;;
par continuité ultra-faible, on aurait
Fou(y)=1u'(y)oF pourtout yeaq,
ce qui contredirait le fait que u et u’ sont inéquivalentes.

Remarque 2.3. — Si £ et si les ©; ne sont pas irréductibles, les repré-
sentations ®°7m; et @ 7; peuvent étre de types trés différents, comme
on le verra au paragraphe 3.6.

2.5. PRODUITS TENSORIELS D ETATS.

Prorosition 2.9. — Soient, pour tout v, f; un état (ou forme linéaire

positive de norme 1) sur A;, ©; la représentation et £; le vecteur iotalisateur

normé canoniquement associés & fi; il existe un état unique sur Q A;, noté Q f,
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vérifiant <® fL> (R ) = TI fi(x:)) pour ;€ A; et x;= e; pour presque tout i;
la représentation de @ A; canoniquement associée & & f: est équivalente ¢ X)*T..

On sait qu’il existe pour toute partie finie J de I un état (X)f, sur @ A,
4 J

vérifiant

(%) (@ @) :I;[/;(xl«);

soient maintenant K> J et ¢, : @ A;—> X A; le morphisme canonique;
J K

on a facilement

<i®]a) SQ k= @ﬁa

on peut donc définir une forme linéaire positive f’ sur la limite inductive
algébrique A’ des @ A; en posant f'(z) =<® fl> (z,) pour tout z€A’,
J J
tout J et tout z, E®A,~ ayant x pour image canonique dans A’; de plus,
J .
@ f: étant de norme 1, on a
J
(@) <l =]=]
et f' se prolonge en une forme linéaire positive @ f; sur @ A;, qui vérifie
visiblement la premiére relation indiquée. Ensuite il est facile de voir

que ® & est totalisateur pour la représentation @*,; reste 4 voir qu’on a
(&9 () = (&) (=) @1 @2

pour tout €@ A;, ou, ce qui suffira, pour x = Q@a; ou x;=e; pour
presque tout ¢; et dans ce cas, la vérification est immédiate.
CoroLLAIRE 2.2. — L’état Q f: est pur si et seulement st chaque f; est pur.

Produzts tensortels d’états centrauz. (Les états centraux sont ceux qui
vérifient f(zy) = f(yz) pour tout z et tout y; ce sont aussi les traces finies
de norme 1; sur ce point on pourra consulter [6], § 6 ou [14].)

Si les f; sont centraux, il en est de méme de @ f;; si, de plus, les f; sont
des caractéres, X f; est un caractére, puisqu’alors les 7; sont factorielles,
et par suite aussi ®*7; (cf. § 2.1); réciproquement on a la

Prorosition 2.10. — Tout caractére fint normé de Q A, est égal au

produtt tensoriel de ses restrictions aux A;, lesquelles sont elles-mémes des
caractéres.
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Soit f un caractére fini normé de @) A;; soient 7 la représentation associée,
A& le facteur fini engendré par Im =; pour tout i, soient ¢; le morphisme
canonique A; —~ Q A, fi=fo i, Ti= Tog;, et A, 'algebre de von Neumann
engendrée par Im(z;); les &; permutent deux & deux et engendrent le

facteur A, donc sont des facteurs finis; sotent Tr et Tr; les traces canoniques
normées sur L et A,.

Pour tout xe® A;on a f(z) = Trz(z) et pour tout z; €A, :
Ji(z:) =Trm (9 (1)) = Trimw (9 (21)) = Ty, (‘T{)

et comme T, est factorielle, f; est un caractére. Montrons maintenant que
pour toute partie finie J de I et toute famille (T)),c,, oo T,;€AQ,; on a

() Tr < 11 1> 1
J J

on peut se borner au cas ou les T; sont positifs et non nuls; (1) étant vraie
pour card J =1, supposons-la vraie pour card J =~ n — 1 et démontrons-la
pour card J = n; soit J = {1, ..., t,]; Papplication T, - Tr(T,... T,)
est une trace normale finie sur A; ; elle est fideéle : on sait en effet que si
deux opérateurs non nuls appartiennent, 'un & un facteur et 'autre a
son commutant, leur produit est non nul; on en déduit de proche en
proche que T,... T, %0, donc Tr(T,... T,) > o; cette trace est donc
proportionnelle a Tr,,, soit

Tr (T, ... T,) =ATr, (T,) =k Tr(T,);
prenant T, =1, on voit que

h=Tr(T,... T, =TT, ... TeT,_

d’aprés ’hypothése de récurrence; d’ou la relation (1).
P YP ;

Reste a prouver que f(z) ::<®fl> (x) pour tout z€® A;, ou, ce qui
suffira, pour £ = Q @, ou ;= e; pour presque tout t; alors

J(@) = Trr () = Tr<n<[[ @f<xi>>>
——[l Tr; (7 (2:)) :l]fz (21)

= (&) (2).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL — Fasc. 1. 4
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2.6. AutrEs PrOPRIETES DE (X) A,

Prorosrrion 2.11. — Si L est infini et si chaque A; admet suffisamment (*)
de représentations irréductibles de dimension >~ 2, alors @ A; est antiliminaire.

Pour tout v, A; admet une famille (7,; ), ci, de représentations irréduc-

tibles dans des espaces hilbertiens H, ;, de dimension > 2 telle que & 7.,
LEL;

soit fidele; soient Z,,, et £ ,, des vecteurs normés orthogonaux de H,,;

pour tout A = (A;,) € I—[Li, posons

5 (B k) NNy .
= T Ty, et = Q" my s

les représentations 7, et 7 sont irréductibles (cor. 2.1), de méme noyau

(propos. 2.6) et inéquivalentes (propos. 2.8); pour démontrer la propo-

sition, il suffit, d’aprés ([10], théor. 1), de prouver que (P m, et )EB )
€L

€L
sont fidéles <0n a posé L = II LL~> ; faisons-le par exemple pour la premieére :
soit J une partie finie de I; on sait que la représentation ® (EB m,ﬂ.)
i€J ‘\nNET;
de ® A, est fidele, et d’autre part, qu’elle est équivalente a @ <® 'rt,.;,\i);
) rell; \i€d
J
la représentation P <®ﬂ[,~,ﬁ>, qui est un multiple de la précédente,
LEL\IET
@A,

la représentation ‘@(’n;‘ @AL) est fidele, donc aussi (@m)‘(?@Ai qui

rLEL \ rEL

lui est équivalente; la représentation P m; étant isométrique sur
€L

est fidéle; comme Q) 7, , est équivalente a une sous-représentation de 7
i€l

chaque @ A;, 'est aussi par continuité sur @ A,.
J J

Remarque 2.4. — Si A est une C*-algebre, I'intersection N des noyaux
des représentations irréductibles de dimension >~ 2 de A est le plus grand
1déal autoadjoint fermé commutatif de A; si, de plus, A n’est pas commu-
tative, A/N admet suffisamment de représentations irréductibles de dimen-
sion > 2. Cela dit, on peut déduire de la proposition 2.11 ce qui suit :
soit (A;) une famille infinie de C*-algébres unitaires, postliminaires et
non commutatives; pour tout ¢, soit N; le plus grand idéal autoadjoint

fermé commutatif de A;; soit N le sous-espace vectoriel fermé de &) A;
engendré par les éléments @ x;, ou &, = e; pour presque tout i et ou z;€ N;

(*) i. e. si pour tout x non nul de A; il existe une représentation = irréductible de dimen-
sion . 2 de A; telle que = () # o.
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pour au moins un t; alors N est un idéal autoadjoint fermé de R A, et
<® A,-)/N est 1somorphe & ® (A;/N;) et antiliminaire.

LemMme 2. 1. — Sotent H, et H, des espaces hilbertiens, (L, et A, des facteurs
dans H, et H, dont les commutants sont hyperfinis continus; il extste un espace
hilbertien K et un facteur @3 dans K, isomorphe a &, et dont le commutant
est tsomorphe a &,.

Le facteur @, est isomorphe a un facteur standard @; il existe donc
un espace hilbertien L et un projecteur EG(@@CJ: cD'é}ﬁ(L) tel
que A, soit spatialement isomorphe a ((D ® CL>E; alors L, est spatialement
1somorphe a <UD'® L"(L))E; d’autre part, @ est hyperfini continu, donc
isomorphe a &' ; @’ ® £2(L) est isomorphe a a,@ £2(L); soit F le projec-
teur de @L'I(é).f;’(L) correspondant a4 E par cet isomorphisme; alors &,

est isomorphe a <(:I', ®ff (L)>F; posons K = F(Hléz) L), B = <L‘L(§c§) C,A>F;

alors (3 et B’ sont isomorphes respectivement a &, et Q.

Prorosition 2.12. — On suppose 1 infini dénombrable et, pour tout t,
A, postliminaire, séparable et admettant suffisamment de représentations
irréductibles de dimension > 2; alors il existe une représentation irréductible

de @ A; qui nlest pas équivalente & un produit tensoriel de représentations.
i€l

Soit I = I,Ul, une partition de I en deux sous-ensembles infinis;

on peut écrire R A;= B,®B.,, ol Bj:i@ A;; B, et B, sont sépa-

iel
rables et antiliminaires (propos. 2.11); d’aprés ([7], théor. 1), elles
admettent des représentations =, et m, dont les commutants sont des
facteurs hyperfinis continus @, et @, ; définissons K et 3 comme dans le
lemme; transportons 7, et =, en des représentations p, et p, des mémes
algebres dans K telles que Img, et Imp, engendrent respectivement @3
et 3'; o, et ¢, étant des morphismes permutables de B, et B, dans £(K),

il existe un morphisme ¢ de B,® B. dans £2(K) tel que
p(51® %) =pi(21).p2(52)  (5,€B));

mais comme B, et B, sont limites inductives de C*-algébres postliminaires,

on a d’aprés ([26], théor. 5), B, B,= B,® B.; ¢ est une représentation
irréductible qui n’est pas équivalente au produit tensoriel d’une repré-
sentation de B, et d’une représentation de B., puisque ses restrictions p,
et ¢, a B, et B, ne sont pas de type I; considérée comme une représentation
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irréductible de & A, ¢ n’est donc pas non plus équivalente & un produit
tensoriel de représentations des A..

2.7. PRODUITS TENSORIELS ET PRODUITS CROISES. — Ktant donnés
une C*-algébre unitaire A et un groupe G opérant dans A par auto-
morphismes, on va définir une C*-algébre « produit croisé » de A par G
d’une fagon différente de [28], encore qu’elle ne soit pas trés originale (*);
commencons par quelques rappels algébriques.

Soient A une algébre involutive unitaire, d’élément unité e, et G un
groupe, d’élément neutre ¢, opérant dans A par automorphismes notés
(s, ) > s.z pour s€G et x € A; on définit en Algébre une algébre involutive
« produit croisé » (G; A) de la facon suivante : (G, A) est I’ensemble des
applications f: G — A nulles presque partout, muni d’une structure d’espace
vectoriel évidente, d’une multiplication définie par

I () = DS (0) (¢ ] (¢7s))

et d’une involution définie par
(/) () =s.(S (7))

on définit un morphisme 0 de G dans le groupe des éléments unitaires
de (G, A) par

e pour {=s,
o pour [Zs
et un morphisme { de A dans (G, A) par

(d(s)) (z):{

(x t—z¢,
(t(2)) (=17 PO

| o pour £ ¢;
on a les relations suivantes :

(1) 2(s.x) =0(s)C(x)d(s)~", ou se€G, x€A;
(2) f:Zc(f(s))()(s) pour toute fe€ (G, A);

enfin le triplet ((G, A), 9, {) posséde la propriété universelle suivante :
pour toute algébre involutive unitaire B, tout morphisme ¢ de G dans le
groupe des éléments unitaires de B et tout morphisme 7 de A dans B
vérifiant

(3) p(s.z)=0c(s)p(x)o(s), ou seG, zeA,
il existe un morphisme unique © : (G, A) - B vérifiant

j c=Tod,
(4) | p=rot;

(*) Elle a été définie indépendamment, entre autres, par Zeller-Meier et D. Kastler [17'].
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= est donné par

T(f) =Xp(f(5).0(s).

Supposons maintenant que A soit une C*-algébre unitaire; notons =
un morphisme unitaire de (G, A) dans une C*-algébre unitaire B et défi-
nissons ¢ et ¢ par (4); pour toute f € (G, A) on a

=N l=

PRIVACIEION = NIFIONE

si donc on pose ||f||=sup|/=(f)], ou la borne supérieure est prise pour
toutes les C*-algebres B et tous les morphismes =, on obtient une semi-
norme sur (G, A); on démontre que cette semi-norme est en fait une
norme. La complétée de (G, A) pour cette norme est une C*-algebre que
nous noterons C*(G, A); elle posséde la propriété universelle suivante :
pour toute C*-algebre unitaire B, tout morphisme o de G dans le groupe des
éléments unitaires de B et tout morphisme ¢ de A dans B vérifiant (3), il
existe un morphisme unique = : C*(G, A)— B vérifiant (4); autrement
dit, 11 y a correspondance bijective entre couples (s, ¢) vérifiant (3) et
morphismes .

On notera que si A=0C, C*(G, A) n’est autre que la C*-algébre du
groupe (discret) G.

Relation avec les produits tensoriels. — Soit (A;),e; une famille de
C*-algebres unitaires; pour tout t, soit G; un groupe, d’élément neutre ¢,
opérant dans A; par automorphismes, J; et {; les morphismes canoniques
respectivement de G; et A; dans C*(G;, A;); le produit restreint G des G;

(défini au cor. 1.2) opére dans @ A; de la fagon suivante : soit s = (s:) €G,
avec s;=¢;, sauf pour 1€ J partie finie de I; on écrit

Pr=(§Y)8(9,1)

et 'on prend 'automorphisme <® si>®1; notons 0 et { respectivement
4
les morphismes canoniques de G et ®AL— dans C*(G, (§V§)Ai).

ProrositioN 2.13. — Il existe un isomorphisme unique de C*(G, ®Ai)
sur Q C*(Gi, A)) transformant {(@ ;) en QUi(x:) pour tout Q€ A,
et 0((s;)) en @ 0;(s;) pour tout (s;) €G.

L’unicité résulte de ce que les éléments {(Q z:) et 0 ((s;)) engendrent
c*(G, ®A,~); pour prouver l’existence notons

Q; - Ai—> ®Ai, LlJi : C*(Gi, Al) “)@C*(Gi, A,) et W; Gl—>G
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" les morphismes canoniques; les morphismes ;o {; sont deux & deux permu-

tables et par suite définissent un morphisme ¢ : ®Ai~>®c*(Gi, A
les morphismes ¢;o0; sont deux 4 deux permutables et, par suite, défi-
nissent un morphisme o : G > @ C*(G;, AJ); ¢ et o vérifient (3) et, par
suite, définissent un morphisme = : C*(G, ®A;) ®C*(G,~, A) qui
posséde bien les deux propriétés de I’énoncé. D’autre part, pour tout ¢
les morphismes dow; et {o9; vérifient ’analogue de (3) et, par suite, défi-
nissent un morphisme

s GGy A > C (G, @A)
les 7, sont deux & deux permutables, d’ott un morphisme
' QC (G A) — (G, @Ai);

enfin il n’est pas difficile de voir que = et =’ sont mutuellement réciproques.

CoroOLLAIRE 2.3. — Il existe un isomorphisme unique de @ C*(G,) sur C*(G)

\

transformant tout élément K f: (ou f; est une fonction a support fini sur G
égale pour presque tout ¢ a la fonction de Dirac en ;) en la fonction

S = (Si) —>Hfi(s,-).

CoroLLAIRE 2.4. — Supposons que le dual de chaque G; soit égal a son
dual réduit (sur la notion de dual réduit, vour [6], 18.3); alors il en est de
méme de G; de plus, on a

RC (G) = RC (Gy)-
On sait que pour toute partie finie J de I on a
BC (G) = QC (Go);
ceci entraine la deuxiéme assertion par passage a la limite inductive.

Notons w l'isomorphisme du corollaire 2.3, =; la représentation réguliére

b
gauche de G, 7 celle de G, ¢; la fonction de Dirac en ¢;; identifions Q°1* (G;)
et [*(G) par 'isomorphisme du corollaire 1.2; il est facile de voir, en utilisant
la proposition 1.7, que le diagramme

RC* (Gy) ——> C* (G)
N\
®87¢i\ /ﬂ

£(2(G))

est commutatif; les ©; étant injectives par hypothese, il en est de méme

de ®°%; (propos. 2.6), donc de w, d’ou la premiére assertion.
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CHAPITRE 3.

REPRESENTATIONS DES RELATIONS D ANTICOMMUTATION.

3.1. UN EXEMPLE DE PRODUIT TENSORIEL DE (*-arLgEBrEs. — Nous
utiliserons dans tout ce chapitre les notations suivantes :

I, ensemble des nombres entiers strictement positifs;

A, C*-algeébre des matrices complexes 2 X 2;

At ,<0|‘
¢=\o 1) e"——\[O’

élément quelconque de A; :

’ N

Zioo  Zin X
Xi— ou Yi=—-.+
\Zito Lin

C;, sous-algébre de A; formée des matrices diagonales;
A=A =QA; (cf. propos. 2.3);

C :®C,~:®CL—, considérée comme sous-algébre de A;
e = R e; = élément neutre de A;

0;, application canonique de A; dans A;

=al(l D)ens

ui= qi(e;) €A;
a;=(2p—e)(2p.—e)...(2pis—e) (e — p;) Wi EA.
Prorosition 3.1. — La C*-algébre A est sumple (1. e. sans idéaux auto-

adjoints autres que {o} et A) et antiliminaire; si © est une représentation
irréductible de A, m(A) ne contient pas dopérateur compact autre que o;
A admet un seul état central, qui est un caractére, a savoir le produit tensoriel

L , . *,
des traces sur les A; (xi» 5 (@ioo + xm)>; la représentation associée engendre
un facteur hyperfini continu.

A est simple d’aprés la proposition 2.4 ou encore d’apres ([9], th. 5.1);
elle est antiliminaire d’aprés la proposition 2.11; soit © une représentation
irréductible de A dans un espace hilbertien H, K T'algebre des opérateurs
compacts dans H; si m(A)NnK était non nul, on aurait =(A)DK
([6], §4.1.10), d’ou 7n(A)= K puisque A est simple; A étant unitaire,
ceci entrainerait dimH <+, donc dimK=dimA <4+ — ce qu
n’est pas le cas. (Cect prouve & nouveau que A est antiliminaire.) A admet
un seul caractére fini de norme 1 d’aprés la proposition 2.10, donc un seul
état central, puisque tout état central est une intégrale de carac-
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téres ([6], § 8.8); le facteur correspondant a ce caractére est visiblement
hyperfini continu; tout ceci résulte ausst de ([9], théor. 4.1).

Remarque 3.1. — La C*-algébre A est utilisée systématiquement
dans ([10] et [6], § 9) pour étudier les C*-algébres antiliminaires; disons

grosso modo que toute C*-algebre antiliminaire « contient approxima-
tivement » A.

3.2. Avurtre pEFINITION DE A. — Nous utiliserons dans tout ce chapitre
les notations suivantes :

X;, ensemble {o, 1{ dont un élément quelconque sera noté 7.;

X = [[ X; muni de la topologie produit; espace compact dont les éléments

seront notés 7 = (7,);

G;, groupe a deux éléments {o, 1| (isomorphe & Z/2Z); o et 1 seront
aussi notés ¢; et ¢;; un élément quelconque sera noté s;;

G, produit restreint (ou somme directe) des G;, ensemble des familles (s;),
ou s;=¢; pour presque tout i;

¢, élément neutre de G;

Yi;, lmage canonique de 2, dans G;

pour toute famille (g), ou g €C(X;) (algebre des fonctions sur X;)

et g;=1 pour presque tout i, on note ) g; la fonction sur X :

X»:[Igi(')(i).

G; opére dans X; par addition modulo 2, opération notée (s;, %) — s;/s;
il opére donc dans C(X;) par (s;g) (%)= gi(s;7;). Puis G opére dans X
par addition modulo 2 composante par composante, opération notée
(s, 7) - s7/; 1l opére donc dans C(X) (algébre des fonctions continues
sur X) par (sg) (£) = g(s7). Noter que C(X;) et ¢(X) sont isomorphes
respectivement a C; et C.

On reprend les notations ¢ et { du paragraphe 2.7.

Prorosition 3.2. — Il existe un isomorphisme unique de C*(G, C(X))
sur A transformant tout élément J(s) en @z, ou x;=e; ou e, suivant
que s;=¢; ou ¢; et tout élément {(Q) g:) en Q y;, ou

”:<gi(oo> 5;()1))'

Pour tout : on a un morphisme p; : C(X;) — A; transformant tout
élément g; en (gi(o) °
0 &i(1)

des éléments unitaires de A;, transformant ¢; en ¢; et €, en ¢;; on a

> et un morphisme 5; de G; dans le groupe

Pi (818:) = 01 (8:) pi(&1) Ti (i)
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pour tout s,€G; et ‘tout g€C(X,); i en résulte un morphisme
71 C*(Gy, €(Xy)) = A; donné par
Ji(e) (o) fi(E) (0)>
Ji(e) (1) fi(e) (1)
pour toute [;€C*(G;, C(X;)); on voit ainsi que T; est un isomorphisme.
D’autre part, €(X) est isomorphe a ®@(XL-)=®@(Xi) (cf. §2.3);
enfin la proposition 2.13 fournit un isomorphisme de C*(G, ® ¢(X,)) sur

m(f) =

® C*(Gi, €(X,); lisomorphisme de.l’énoncé s’obtient en composant
les isomorphismes suivants :

C* (G, (X)) > C(G, ®E (X)) > RC (Giy €(X;) >R A,

Remarque 3.2. — L’isomorphisme réciproque ® transforme p; en1’élément
de C*(G, ¢(X)) qui envoie ¢ sur la fonction Z—1—7; et tout autre
élément de G sur o; u; en I’élément qui envoie Y; sur 1 et tout autre élément
de G sur o [ou encore p; en {(/—1—7;) et u; en 9(Y;)]; et enfin a; en
I’élément qui envoie y; sur la fonction Z — 7;.(—1)*" "% et tout autre

élément de G sur o. En effet, p,= Qy;, ol y,=¢, pourj=iety;= <I 0>;

o o0
donc @(p)=C((Rg), ou g=1 pour j*i et g(L)=1—7; puis
ui=Qx;, ou x;=e; pour j*i et x;=e¢; donc ®(u;) =d(s), ou s;=7¢;
pour j*~1i et s;=¢; i.e. s=7Y;. Enfin ®(2p;—e) est I'image par { de
la fonction 7 —1— 27/;= (—1)%; donc ®(a;) = {(Z — Z;(— 1)+ "= a(y,).

3.3. RELATION ENTRE REPRESENTATIONS DE A ET REPRESENTATIONS
DES RELATIONS D ANTICOMMUTATION.

DeriniTioN. — On dit que des éléments by, b, ... d’une algébre invo-
lutive admettant un élément unité 1 vérifient les relations d’anticommutation
(ou, en abrégé, r. a. c.) st 'on a pour tout ¢ et tout j

bib}'—+— b/bl: o,
blb;—!— b;b,: 61', je 1.

On appelle représentation des relations d’anticommutation dans un espace
hilbertien H toute suite d’éléments de £ (H) vérifiant les r. a. c.; on dit
qu’une représentation b, by, ... des r. a. c. est factorielle de type 1, 11, 111
si 'algebre de von Neumann engendrée par les b; est un facteur de type I,
II, II1; irréductible si cette algébre de von Neumann est £(H). On dit que
deux représentations by, by, ... et b\, b,, ... desr.a.c. dans deux espaces H
et H' sont équivalentes s’1l existe un isomorphisme de H sur H’ trans-
formant b; en b, pour tout i; quast équivalentes s’il existe un isomorphisme
de l'algébre de von Neumann engendrée par les b; sur 1’algébre de von
Neumann engendrée par les b, transformant b; en b, pour tout i.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 1. 5
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LemuMmE 3.1. — Sout B une algébre involutive admettant un élément unité 1;
il existe une correspondance bijective entre, d’'une part les suites (b;) vérifiant
les r. a. c. et, d’autre part, les couples de suites ((q:), (v)), ou les q; sont des
éléments idempotents hermitiens deux a deux permutables et les v; des éléments
unitaires de carré 1, deux & deux permutables et vérifiant v;q;v;=q; st 1]
et 1— ¢q; st 1v=J; la correspondance en question est donnée par les formules
( Gi—= b; by,
| oim= (2b3 by —1) ... (2b] by — 1) (b} + b))
bi= (2qi— 1) ... (2¢ima— 1) (1 — ¢;) s

La démonstration, fastidieuse mais sans difficultés, consiste en une
longue suite de vérifications.

Indiquons par exemple comment on passe des propriétés des b; a celles
des ¢; et des ¢; : d’abord les ¢; sont visiblement hermitiens; ils sont idem-
potents, car

gi=blb;b]by=b;(1—b]b;)b;=b; b= q;;

ils sont deux & deux permutables car, s1 17 :

9:19;=0bibjb;=10bjb;b]bi=q;q;
notons ici que

qib;= b! q:i=o,
biq,*: b,b: I)i: (I — ]); l),) ])i: bi,
q:b; =b;

et que, pour 7],
qibj=0bjqi et biqi=qibj;

enfin que les éléments 2¢;— 1 sont unitaires, de carré 1 et deux a deux
permutables. Les ¢; sont de carré 1, car

pi= (2qi—1) oo (2qia— 1) (b] + b)) (2qi—1) oo (2qi — 1) (b] + b;) = (b] + b;)*=1

et comme ils sont hermitiens, ils sont unitaires; ils sont deux a deux permu-
tables, car s1 1 <<j, on a

09, =(2q1—1) ... (2qia—1) (b +bi) (21— 1) ... (2q,—1—1) (b4 b))
= (b +b) (2q: —1)...(2q;—1) (b;+ b))
= (bi— ) (2qi1—1) ... (29,1 —1) (b;+ b))
= (21— 1) ... (31— 1) (B} + b)) (b} — by)
=(2qma—1) ... (29,0— 1) (bj+ b)) (2q:—1) (b + by) =v;vi.
Enfin
0iqivi—= (bf + b;) b} b; (b} + b)) = b;b] b;b] = (1— q;)*=1—q;

et, sl 154 ¢
viqjvi= (b 4+ b)) b3b; (bi 4 b)) =b3b; (b + bi)*=q;.
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Il en résulte que les éléments a; de A définis au paragraphe 3.1 vérifient
les r. a. c.; cette réalisation des r. a. c. dans une C*-algébre est « universelle »
au sens suivant :

Prorosition 3.3. — Soit B une C*-algébre unitaire; sv lon associe d
tout morphisme unitaire = de A dans B la suite (7 (a))), on obtient une corres-
pondance bijective entre morphismes unitaires de A dans B et suites d’éléments
de B vérifiant les relations d’anticommutation.

I est d’abord clair que pour tout morphisme unitaire = les = (a;) vérifient
les r.a.c.; l'application = — (%(a;)) est injective, car la sous-C*-algébre
unitaire de A engendrée par les a; est A [en effet, cette sous-C*-algebre
contient les p; et les u; d’apres le lemme; elle contient donc tous les Img;].
Reste a voir que 'application en question est surjective; soient by, b., ...
des éléments de B vérifiant les r. a. c., ¢; et ¢; les éléments qu’on en déduit
d’aprés le lemme; pour tout ¢ on a un morphisme ¢; de ¢(X,) dans B :

pi(g1) :gg(0)9i+gz-(1)(1—qz~);
ces morphismes sont deux a deux permutables, d’oi un morphisme ¢ de
I’algébre
BeX)=®c(X)=c(X)

dans B tel que ¢ () g:) = [I ¢:(g:) pour g; € C(X;) et g;= 1 pour presque tout ¢.
i

D’autre part, on a pour tout ¢ un morphisme 5; de G; dans le groupe des
éléments unitaires de B : ¢;(¢;) =1 et o;(¢;) = ¢;; ces morphismes sont
deux & deux permutables, d’oi un morphisme o de G dans le groupe des

éléments unitaires de B : 3((s))) =’l_[cl-(s,-).
On a, pour s€G et ge€C(X) : l
p(sg) =a(s)p(g)a(s);
pour le voir, on peut se borner au cas ot g=@Q g et s=7Y;, l.e. s;=¢,

si t=7_ et ¢ sinon; alors

a(s)p(g)a(s) :V/I I (8i(0) g+ g(1) (1—qi)) v,
i
=(g/(0) 1—q)) + &, ) | | (o) i+ 50 1= )
i/

:1] i (s:181) = p(88)-
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I1 en résulte un morphisme = de C*(G, ¢(X)) dans B tel que
T (@&) =p(Qsg) =] [ (5:(0) g+ g(1) 1= q),

(9 ((s))) =a((s)) =[ [0

considéré comme morphisme de A dans B, © transforme, d’aprés la
remarque 3.2, p; en ¢; et u; en ¢;; enfin a, en b; d’apreés le lemme 3. 1.

CoroLLAIRE 3.1. — St a toute représentation = de A dans un espace hilber-
tien on associe la suite (n(a;)), on obtient une correspondance bijective entre
représentations de A et représentations des relations d’anticommutation;
les m(a;) engendrent la méme algébre de von Neumann que ©(A); la corres-
pondance en question respecte Uéquivalence et la quasi-équivalence.

3.4. RELATION ENTRE REPRESENTATIONS DE A ET REPRESENTATIONS
DE CERTAINS GROUPES. — L’espace X peut étre considéré comme un groupe
commutatif compact, produit direct des groupes a deux éléments X;
1somorphes aux G;; comme le groupe dual d’une somme directe de groupes
commutatifs discrets est le produit direct des duaux, et comme chaque G;
est isomorphe a son propre dual, X s’identifie au dual de G avec la formule
de dualité

Uy 8> = (—1)=sils,
(On notera que G s’identifie & un sous-groupe de X et opere dans X par
translations.)

Il en résulte que C(X) est isomorphe a la C*-algébre de G; 1l existe
donc une correspondance bijective entre représentations ¢ de C(X) et
représentations ¢’ de G, donnée par ¢'(s) = o (S) en désignant par § la
fonction L — <%, s> sur X; pour t€G on a ts§=<t, s>s. Soit main-
tenant ¢ une représentation de G dans le méme espace hilbertien que ¢;
pour qu’on ait

o(tg) =a (L) p(g)a(l) pour tout teG et gec(X),
il faut et il suffit que cela soit vrai pour les g de la forme s, i. e. qu'on ait
(1) o(t) o' (s) ={t,s>p' (s)a(t) pourtous setteh.

On voit ainsi que la donnée d’une représentation de A dans un espace
hilbertien H équivaut a la donnée d’un couple (¢, 5) de représentations
de G dans H vérifiant (1); mais cect équivaut encore a la donnée d’une
application T [ou <(s, ¢t) =¢'(s) a(t)] de GX G dans le groupe des opéra-
teurs unitaires de H vérifiant

T (g, 8) =1,
T((s,2) (551)) =1(s,t).7(s, 1) <ta S,>7
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c’est-a-dire d’une représentation projective de GXG de multiplicateur
((s, 8), (s, &) = <&, §"D.

"Ceci & son tour équivaut a la donnée d’une représentation (vérifiant
une certaine condition) d’une extension de GX G par le groupe multipli-
catif {—1, 1} qui remplace ici le groupe des complexes de module 1
intervenant dans [18] parce que le multiplicateur ne prend que les
valeurs -+ 1; plus précisément, soit I' le groupe formé des triplets (s, ¢, A),
ou s, t€G et A=+ 1, avec la loi de composition

(5,6, 8) (', 8, Xy = (s5, £/, AN (L, §' D)5
alors il y a une correspondance bijective entre représentations projectives

de GXG pour le multiplicateur indiqué et représentations o de I’
vérifiant o (g, ¢, A) = A I; cette correspondance est donnée par.

T(s, 1) =w(s,t, 1),
(st A) =71 (s, t). A

En résumé on peut énoncer :

Prorosition 3.4. — Soit H un espace hilbertien; il existe une corres-
pondance bijective entre représentations = de A dans H et représentations
unitatres » de ' dans H vérifiant o (g, ¢, A) = A ; cetie correspondance est
donnée par

T(p) = - (0 (Yiy & 1) 1),

(1) = w (&, Vi, I).

En effet, la fonction Z — 1 —%; est égale a %(?i—l— 1); on a donc

m(po=p(5 Gt 0)= 5 (10 +0 =3 (10 &) 1) =1 (010 2, 1)+ 1),
™ () = 3 (1) = (5 Y) = 0 o 1),

Remarque 3.3. — Dans ([18], § 9, ex. 2), la recherche des représentations
des r.a.c. est ramenée a celle des représentations d’un groupe voisin

de GxG.

Remarque 3.4. — On peut préciser la relation existant entre A et I' :
I' est produit semi-direct du sous-groupe I'y formé des éléments (s, ¢, 1)
et du sous-groupe distingué TI'; formé des éléments (¢, t, A); d’apres
([14], chap. 2, propos. 1), tout élément z de C*(I') peut étre considéré
comme une application a -z, de Ty dans C*(I',) = ¢&(I",); d’autre part,
f',=XxZ/2Z; on peut alors montrer que A est isomorphe a l'idéal
autoadjoint fermé de C*(I') formé des z tels que pour tout a, z, soit nulle
sur XX {o}. Ceci permet d’appliquer les résultats de ([14], chap. 2), mais
ne donne rien d’autre que la proposition 3.1.
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3.5. DESCRIPTION DES REPRESENTATIONS DE A CONSIDEREE COMME
PRODUIT CROISE. — Toute représentation de A étant somme de repré-
sentations avec vecteurs totalisateurs, et toute représentation avec vecteur
totalisateur opérant dans un espace hilbertien séparable, nous nous conten-
terons d’étudier les représentations de A dans des espaces hilbertiens
séparables.

Soit donc = une représentation de A dans un espace hilbertien sépa-
rable H; il lui correspond une représentation ¢ de C(X) dans H et une

)

représentation unitaire 5 de G dans H vérifiant
(1) p(sg) =0a(s)p(g)a(s)  pourtout s€G, geC(X);
il existe une mesure positive ¢ sur X et un champ p-mesurable Z - H,

®
d’espaces hilbertiens tels que H:[ H, du.(X) et que ¢(g) soit, pour

toute g€ C(X), lopérateur de multiplication par g; la condition (1)
entraine que \. est quasi invariante par G et que pour tout s€ G 1l existe
un champ w-mesurable d’isomorphismes W, 7 : H,— Hy tel que

(2) (g(s).m) (L) =ry(X) Wy % (n(sX)) pour tout nell,
ou 'on a posé r, (/)= <d;P((S;))>2 (on trouvera une démonstration de ce

fait par exemple dans [13], § 4, propos. 1); en écrivant o(st) =o(s)a(t)
on obtient la condition

(3) q“y/,"/.: qr.\',"/.° llj‘[,SX;

de plus, on a évidemment

(4) W =1

Réciproquement, solent p. une mesure positive sur X, quasi invariante
par G; X - Hy un champ p-mesurable d’espaces hilbertiens; H son intégrale
hilbertienne; pour tout s € G, X — W, y un champ mesurable d’isomorphismes
vérifiant (3) et (4); pour g€ C(X) notons 7 (g) 'opérateur de multiplication
par g dans H; pour s € G soit o (s) 'opérateur unitaire dans H défini par (2);
alors les représentations ¢ et o vérifient (1), donc définissent une repré-
sentation © de C* (G, ¢(X)) dans H. En résumé :

Prorosition 3.5. — La donnée d’une représentation = de A dans un
espace hilbertien séparable équivaut & la donnée :

(1) d’une mesure positive | sur X, quast inyvartante par G (ou plutét de
la classe de {);

(ii) d’un champ mesurable d’espaces hilbertiens /. — Hy;
(111) pour tout s € G, d’'un champ mesurable d’vsomorphismes W', ; : H, ,—~H;

périfiant (3) et (4); .
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alors m(p;) est Dopérateur de multiplication par la fonction 1 —1—7,;
et ©(u;) est donné par

.

d (i n
() () = (T W (1)

. @ i
pour tout € [ Hy du(X).

On a aussi

&

du (v 4) \? . N .
(m(a;).n) (L) :<_§P~%{X—))> .(__,)/.1+...»/.i_tlp.{i,x(n(\{ix))

et l'on retrouve ainsi le résultat principal de [8].

Remarque 3.5. — Pour tout n=o, 1, 2, ..., N, soit X" le sous-ensemble
mesurable de X formé des X tels que dim Hy = n; sur chaque X" on peut
remplacer le champ X - H; par un champ constant correspondant a
un certain espace hilbertien K, de dimension n (cf. [5], chap. II, § 1,
propos. 3); soit I, 'ensemble des classes d’applications mesurables de X*

dans I'ensemble des opérateurs unitaires de K,, applications qu’on notera
V : Z—-Vy; I, est un groupe d’une fagon évidente; soit F:HF,,;

chaque X" étant stable par G, G opére dans chaque I', par (s V)z= Vg, et,
par suite, dans I'; un champ d’isomorphismes W, ; peut étre considéré
comme une application s -~ W, de G dans I' et les conditions (3) et (4),
devenant

(3 v, =, 5

4 W, — élément neutre de I
expriment que W est un cocycle normalisé.

Condition d’équivalence de deux telles représentations. — Soient m, p, G
les représentations de A, €(X), G correspondant & des objets ., Hy, W #;

!

A 3 A ~! ’ ’ ’ ’
définissons de méme =’, ¢', o', u'; Hy, W, ,.

"Prorosition 3.6 (¢f. [8]). — Pour que = et =’ soient équivalentes il faut
et il suffit que . et P’ sotent équivalentes et qu’il existe un champ mesurable
d’vsomorphismes U : Hy— Hy vérifiant

(5) Uyo W, y=W; o Usxy presque partout.
®
Si m et 7’ sont équivalentes il existe un isomorphisme U de f Hy dp ()
®
surf‘ H:, dp’ (L) tel que

(6) Uop(g) =0p'(g)oU pour toute g€ (X);
(7) Uoc(s) =a'(s) oU pour tout se€G;
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en vertu de ([5], chap. II, § 6, th. 3), (6) entraine que 1. et 1" sont équiva-
lentes (on peut alors supposer . = ') et qu’il existe un champ mesurable
d’isomorphismes Uy : Hy— H tel que

(8) (Un) (X) =Uy (n (%))

®
pour tout v Ef Hy dy.(X) et presque tout Z; alors (2) et (7) impliquent (5).
La réciproque résulte immédiatement du fait que (6) et (7) impliquent

Uom(z) =7'(2)oU pour tout z€A.

Remarque 3.6. — Avec les notations de la remarque 3.5, la condition (5)
devient U¥,= W .sU et exprime que les cocycles W et W’ sont équivalents;
autrement dit, étant donnés une mesure positive quasi invariante [x et un
champ p.-mesurable 7 — H,, il y a correspondance bijective entre H' (G, I')
(ensemble de cohomologie non abélienne !) et I’ensemble des classes d’équi-
valence de représentations de A qu’on peut construire a partir de p. et

des H,.

Remarque 3.7. — Si y. est portée par une trajectoire, il est facile de voir
que toutes ces représentations sont équivalentes, ou, en d’autres termes,
que H'(G, I') est trivial.

Cas particulters. — 11 st facile de voir que si © est factorielle, p. est
ergodique; et que si [ est ergodique, dimH; est presque partout égale
a une constante; pour que dimH; =1 presque partout il est nécessaire
et suffisant que p = = |C admette un vecteur totalisateur. Si1 U est ergo-
dique et si dimH; =1 presque partout, il est facile de voir que = est
irréductible; mais la réciproque est fausse : il existe des représentations
irréductibles pour lesquelles dimH; est une constante finie arbitraire
(ceci est affirmé dans [8]) et d’autres pour lesquelles dimH; est infinie
(cect est démontré dans [11]).

Examinons de plus prés le cas ot dim Hy=1; on peut alors écrire
H = L*(X, 1) et, pour tout s€G, le champ d’isomorphismes 7 W,
est une fonction mesurable de module 1 que nous noterons % — ¢(£); on a

(9) (a(s).m) (X) =re (L) gs (%) m(s%)  pour nel:(X, p).

Le groupe I' considéré a la remarque 3.5 est ici le groupe (commutatif)
des fonctions mesurables de module 1 et I’ensemble H'(G, I') est ici le
premier groupe de cohomologie (abélienne) de G a coefficients dans I
Parmi les cocycles ¢ il y a les ¢ tels que ¢, ne dépende pas de Z; pour
ceux-ci (3') s’éerit = 4,4;; autrement dit, les cocycles en question
sont les caractéres de G, ou encore les points de X (cf. début du § 3.4);
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ainsi & tout point %, de X correspond la représentation 7, de A carac-
térisée par
(a7, (8).n) (X) =r, () .{o» $ >0 (sX);

il est facile de voir que si Z, et /, sont sur une méme trajectoire de G dans X,
Ty, et Ty sont équivalentes; on peut démontrer, en utilisant le paragraphe
suivant, que la réciproque est vraie lorsque ¢ est la mesure de Haar de X.

3.6. DESCRIPTION DES REPRESENTATIONS DE A CONSIDEREE COMME
PRODUIT TENSORIEL. — On va étudier dans les n% 1 & 4 les représentations
qui sont des produits tensoriels, puis au n® 5, une représentation irréduc-
tible qui n’est pas un produit tensoriel.

1. Cas général. — Soient, pour tout i, ©; une représentation de A; dans
un espace hilbertien séparable H;, £, un vecteur normé de H;; on peut
écrire

1A
H,= Ki,0®Ki,17 ou Ki,0: c:,
i (2:) =70 (@) @ L,

v
\

ou T;, est la représentation de A;= M(2, G) associée a la base cano-

nique (e; o, ;1) de G°. Soit H =(§)a H;; la représentation == @
est toujours factorielle (puisque les 7; le sont), et irréductible si et seulement
st chaque =; est irréductible, 1. e. st H;= K, , et 7,= 7, ,.
On peut aussi écrire
Hi: Hi,o@ Hz, 13

ou H, ;= e, ;Q K, ; notons U;, ''somorphisme H; ,— H;, défini par

Uio(e,0@®@m) —=e,1Q®@n pour tout nek,;

5o . , . , , _ x40 o\ .
et U;, l'isomorphisme réciproque. L’opérateur mi<< o xm)) agit par
multiplication par z;; dans H; ;; w;(e;) transforme tout élément v ;
de H; ; en U; ;(v; ;). Posons

L= Lo+, ou L €H; 5

en modifiant éventuellement &; suffisamment peu pour que la classe
d’équivalence de = ne soit pas changée (¢f. propos. 2.7), on peut supposer
£, ;5% 0 pour tout i et tout j.

Soit 1; la mesure sur X; ayant les masses ||Z; o[> et ||&,.|* en o et 1;
on a un isomorphisme

(&)
A H=H,,@ Hi,1_>f Wy, o ()

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 1. 6
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- Niy,
transformant tout vecteur v;=7v; .+ v;« en le champ “;— —H——l//—H,
=4 A
posons £, = A;(%;); il en résulte un isomorphisme

h ®
\: H—> ®E’f Hi,7.; dIJq (X,)

transformant tout élément &) v; (o1 ;= £; pour presque tout ) en @ A; (7).

Posons
h

=& et Ilz:®(i‘{’7'i) H; y, pour tout XeX;

la proposition 1.5 fournit un isomorphisme
o, ~® ®
nm: ®:- / H; 5, dps (%) ——>f Hy dp. (%)

transformant tout élément ®{; (ou {;=£F, pour presque tout i) en le
champ % —>®Z, ,,; I'isomorphisme

@
Mo A : 116[ I, dp. ()

transforme alors tout élément Q) 7; (ou v;=£; pour presque tout i) en le

Ni, % .
champ X ~& 1225

Notons ¢ et o les représentations correspondantes de C(X) et G dans

®
f H, du.(7); il est facile de voir que, pour g€ C(X), ¢#(g) est opérateur

de multiplication par g; et que o(y;) transforme tout champ L -7, ;.
en le champ 7 —->®{ ., ou
Cl",z,’: Ci,/.i Si l#/
et
_ &l

I. - T. - . D .
C/,/.j— ||§/',Zj” L/,l~/q(§/,1—/.,')y

on voit que, en reprenant les notations r, et W, ; du paragraphe précédent :

&/,
=TT
et
Vyr=1®1Q...Q1Q U1 1,Q1Q. ..
2. Cas ou &; est décomposable. — Pour que &; soit décomposable, i. e.
de la forme £ @&/, avec £/ €K, j, il faut et il suffit que U, ;(; ;) soit
proportionnel a £;,_;; on peut alors supposer ||£/||=1. On a ensuite

(propriété d’associativité)
hofyo o 21 . hofyj ho/yo h hogpty \
I :®(‘»i®w)(® I\i,/> N@(#)Ku,\, <®(i;)KM> ® <®<E-i) K, )
47 i i

i 7
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et on en déduit facilement que = est équivalente & la représentation

2= (&m0 (0) @15

on voit ainsi que = est de type 1. ce résultat subsiste si 'on remplace (%))
par une famille équivalente au sens ~v (¢f. propos. 2.7); la réciproque
est vraie st K; ,= G* d’apres [4], propos. 5.3.

3. Cas des représentations irréductibles. — C’est le cas ou H;=K, ,;
alors H;, et H;, sont de dimension 1 et les &;; sont des nombres
complexes; définissons les isomorphismes

»‘i : Hi: Hi)(,@ H[A——)Lz (Xi, [J-z)

d’une fagon un peu différente de celle indiquée au n® 1 : A;(7;) sera ici
la fonction 7;— :’—‘, alors A;(%) est la fonction 1; l'isomorphisme
IMeA : H-—>L*(X, 1) transforme tout élément @7, (ou 7= & pour
presque tout i) en la fonction £ — [[ :—h—//—, le cocycle U est caractérisé par

U8
SACYA

[ oz
Yy, () = 2200
%7

121
On ignore si 'on obtient par ce procédé toutes les représentations de A
dans 'espace L*(X, ) du type indiqué au paragraphe précédent.

4. Construction de représentations factorielles de type 11 et I1I. — On
suppose ici K, , isomorphe a G?, i.e. H; ; isomorphe a G*, et U; ;(%;))
orthogonal a %, , ;. Il existe une base orthonormale (f;,, fi1) de K;
telle que

Gi=%, 6, Qs

avec 4, ;720 et |A, o>+ |4, [*=1. Soit L;; un espace hilbertien de
dimension 2 ayant une base orthonormale (g ; o, gi,;,1); soit u; I'isomor-
phisme de H; sur L;,®L;, transformant le vecteur e; ;Qfi« en
80,/ gi, 1, j+x (0U j + k désigne la somme modulo 2); transportés par u;,

les opérateurs
‘T 0 :
T; ’ et Ti(e;
l(( 0 ~7Ji,1>> o)
deviennent respectivement

()@ e d®d;

enfin
w; (%) = (R, 080,00+ i 1860,1) @ &iy1,0-
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Soit p; la mesure sur X; ayant les masses |A; o[> et |2, (]* en o et 1;
soit ¢; , l'isomorphisme L;,— L*(X,, ¢;) transformant tout élément

i
. N1, %, . . .
T, 0&i0,0+ i, 18,01 en la fonction Xi*ﬁ soit ¢;, l'isomorphisme
L1l
N . .
L; .~ I?(G;) transformant g;, , en ¢; fonction de Dirac en ¢, et gi i .
en la fonction de Dirac en ¢, ; soit

0= 0,0Q 0,1t Lio@ Ly — L2 (X, 2) Q #(Gi) 5

I'isomorphisme
Qioll; : Hi-—>L2 (Xl', [J-i) ®ZZ(GI)

N ’ , X [e]
transforme &; en 1) 0;; transporté par ¢;cu; ’opérateur =; o
b b 0 Z
i1

devient T, @ I, ou T,, est Vopérateur de multiplication par la fonction
Li> x4, 7Ti(e;) devient Ri@®S;, ou R; transforme toute fonction
)‘iyi—Zi 7

" i1y, et ou S; est I'image de ¢; dans la

s i

représentation réguliére gauche de G..

ZL;—~ {4, en la fonction Z;—

Ensuite les corollaires 1.2 et 1.3 fournissent un isomorphisme
ho, h
H=Q*H—L*(X, p) ® 2 (G);

solent p et o les représentations correspondantes de C(X) et G dans
h

L* (X, ) @ 1*(G); on voit facilement que pour g€ (X), ona p(g) =T, X I,

ou T, est I'opérateur de multiplication par g dans L*(X, 1); et, d’autre

part, que o(y,) = R;®S,, ou R; est défini par

.

(Ry () (%) = 5+
A

Zicy(*i'jX) pour oel?(X, )
j

et ou S; est I'image de y; dans la représentation réguliére gauche de G;
autrement dit, on retrouve la le procédé classique de construction de
facteurs.

On a alors les résultats suivants concernant le type de = :

. ; . 1
— 81 |A;0| et |7;1]| sont constants et égaux & —s © est de e I,
[2io] et |74 ] t constants et éga ~» = est de type II

V2

et méme hyperfinie [19];
— s’ils sont constants et différents de %, n est de type III [21];
2

— pour que = soit de type II,, il faut et il suffit que

2<\li,01‘1A é>2<+3o

i

([4], corollaire de la proposition 5.6);
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— §’1l existe ¢ > o tel que pour une infinité de 7 on ait

[P0 et 2402,

Hi’(’} ou H“%él%—e,
i1 i,0

alors = est de type III ([4], propos. 5.5); pour un résultat plus précis,
cf. [18”], th. 2.

On trouvera d’autres exemples de représentations factorielles dans [12]

5. Exemple de représentation trréductible de A qui n’est pas un produit
tensortel. — La proposition 2.12 affirme l'existence d’une telle représen-
tation; mais on va en examiner une en détails. Soit Tr; la trace normalisée
sur A;; A; est une algébre hilbertienne compléte pour le produit scalaire

(x| y)) =Tri(y] @) ;
considérons les représentations 7, et @, de A; dans ’espace hilbertien H; = A;
définies par
m; () = U, e (X)) .Yi=a2y pour tout y;€A;;

) (x;) = Vi, ioe. 7w (x).yi=yilx » yi€A,.

Posons Tr =) Tr;; A est une algebre hilbertienne pour le produit scalaire
(]y) =Tr(y" =);

d’autre part, A admet un antiautomorphisme, que nous noterons z — ‘z,
défini par ‘(Q x;) = Q'x;; considérons les représentations =’ et 7”7 de A
dans l'espace hilbertien complété H définies par

' (z) = U, e w(z).y=axy pour tout y €A;
' (x) =V,, e n'(x)y=y.lz » Y EA;

Im7’ et Im=” engendrent respectivement les algébres de von Neumann UL (A)
et V(A) qui sont des facteurs hyperfinis continus; d’autre part, on a d’aprés
le paragraphe 1.6 :

I3 x X,
H— ®(ei)Ai7 Tfl: ®(0i’77:; et 7-[” — ®(ei) TL':-, .

Notons I, (resp. I, )I’ensemble des entiers positifs impairs (resp. pairs)

‘/\l: ® Ai7 A“: ® Ai7

iely il

on peut écrire
A _ A]® A": A]® Al]
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parce que A; et A, sont limites inductives de C*-algebres postliminaires
(cf. [26], théor. 5); considérons les représentations =’ et =7 respectivement

de A, et A, dans I'espace hilbertien H =(/®“"”Ai définies par

T (1@ 3@ 5@ .. ) (V1R YRR ) =yt @ a3y @ x5y R o
T (2@ @ 6@+ .) (Y1 Q2 Q3 R...) =yt Q@ ¥ ' Q@ ¥ty Q. . .5

en vertu de I'alinéa précédent elles engendrent deux facteurs hyperfinis
continus commutants I'un de 'autre; soit = la représentation de A dans H
telle que

T (x1@ xn) = 7' (1) . 7" (2n)

quels que soient z, €A, et x,€A,, ou encore

ﬁ(@zi)~@)’i:@Jﬂzi_l-)’i~l$~zi

pour toute famille (z;) et toute famille (y;) vérifiant z;= y;=-e; pour
presque tout i; © est irréductible mais n’est pas équivalente au produit
tensoriel de deux représentations de A, et A,, puisque ses restrictions
a ces algébres ne sont pas de type I; elle n’est donc pas équivalente & un
produit tensoriel de représentations des A,.

I1 est facile d’en déduire un état pur de A non équivalent a un état produit :
a savoir I’état associé a la représentation = et au vecteur Qe;; il est
défini par

f(®1) — I] Try (22 20) .
i

Démontrons maintenant que =(C) admet un vecteur totalisateur, a

savoir & y;, ou

d’abord @ y; a bien un sens (cf. propos. 1.1), car (y;|y;) =1 et, d’autre part

2(1_(.}/1'10:')):Z((l"+[)%_,'2) (’.i+|)_é_<+oo;

ensuite il est immédiat que pour tout i, y; est totalisateur dans H; pour
I'algébre engendrée par les opérateurs =, (Zoi1). Ty, (T2:), OU Zai,
et x,; sont des matrices diagonales; donc pour toute partie finie J de I et
toute famille (u;),e; ’élément (’@ ul>®<@yt> appartient a =(C).Q y:;
enfin 1l est facile de voir que les éléments de cette forme forment un
ensemble total dans H.

Il en résulte que, en adoptant le point de vue du paragraphe 3.5, = opére
dans un espace L*(X, 1), ol 1 est une mesure quasi invariante ergodique;
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on va maintenant calculer y. et montrer qu’elle n’est pas équivalente a
une mesure produit. Soit g =) g€ C(X), avec g;=1 pour presque tout t;
il lui correspond un élément ‘
o . [(&(o) o\,
x=@Q x; de C, ou x,_< o gi(l)>’
on a

p(g) = (m(z) . Qyil®y: :H (@2i1 - Yi- 2o | Y1)

L) i i (0) - 0)
@i (1) Qi (1) 4 Qi1 (0) . €2 (1) 4 G231 (1) . Z2: (0) ]
Supposons u équivalente 4 une mesure produit v=_)v; v; ayant des

masses p; en o et 1— p; en 1; solent E;, ..., E/ les sous-ensembles de X
définis respectivement par

Ly1=%yy=— o0, Aojy=1—Yyy=— o,
1— Loy ="y=o0, Loy =Xy =1;
on voit que
' () = p(Ef) = (2 (& + 1)~
tend vers zéro quand ¢— -+ o; tandis que
e (B = p(Ef) = (2 (¢ +1))™!
ne tend vers zéro suivant aucune sous-suite de I; il en résulte que
v(ED) =pua(t—pa) et v (E]) = (11— pau) pu
tendent vers zéro, tandis que
v(E}!) = pai_1pa et v(E}) = (1 — paia) (1 — pay)
ne tendent vers zéro suivant aucune sous-suite de I; mais
v(E) v (E]) = v (E;).v (E)
doit tendre vers zéro, ce qui entraine que v(E;) ou v(E;) tend vers zéro
suivant une sous-suite, d’ou contradiction.
Remarque. — De tels types de représentations irréductibles ont été

obtenus indépendamment par A. Cordesse et G. Rideau (travail non publié).

3.7. QuartritME DEFINITION DE A. — Soit H un espace hilbertien réel
de dimension infinie; on définit en Algeébre I'algébre de Clifford C,(H)
possédant les propriétés suivantes (cf. [3], [22], [24]) :

(1) Go(H) est une algebre complexe, admettant un élément unité que
nous noterons 1, contenant H en tant que sous-espace vectoriel réel et
engendrée par H en tant qu’algébre complexe;



48 A. GUICHARDET.

(1) pour tout z et tout y€H, on a 2y 4+ yxr = 2(x|y).1;

(111) 1l existe sur Cy(H) une involution unique z — z* induisant I’identité
sur H; :

(iv) toute application linéaire (sur R) u de H dans une algebre B
complexe admettant un élément unité ¢ vérifiant w(x)*= | x|*.c se
prolonge d’une facon unique en un morphisme d’algebres complexes
unitaires u : C,(H) — B; si B est involutive et si u(z) est hermitien pour

tout z€ H, u est un morphisme d’algebres involutives.
Soilent maintenant B une C*-algebre unitaire et ¢ un morphisme d’algébres
involutives unitaires C,(H) — B; pour tout x dans H, ¢(x) est hermitien

et 'on a
e () [P=]lv(x)* ]| =z

par conséquent, pour tout élément y= 2 KNy Yie - -y, de Co(H)

iy eeusin

Z }‘1‘11“”1'".(’()’,") ...V(')/l‘")“ )

Liseaisln

2 X D llall - e s

Hoeeoln

avec ¥, ..., Y, €H, on aura

e () ll=

sil’on note || y || la borne supérieure des || ¢ (y) || pour toutes les C*-algébres B
et tous les morphismes ¢, on voit que || y| est finie; il est clair que || || est
une semi-norme; c’est en fait une norme parce que C,(H) est simple
([22], lemme 1); la complétée est une C*-algebre que nous noterons C(H);
elle posséde la propriété universelle suivante : toute application linéaire
(sur R) u de H dans 'ensemble des éléments hermitiens d’une C*-algebre B
admettant un élément unité ¢ vérifiant u(z)*= ||z |>.c se prolonge de
fagon unique en un morphisme C(H) — B. (Signalons que C(H) se trouve
définie dans [22].)

Prorosition 3.7. — Posons
P,=a;+a; et Q,=—i(a;—aj)€A,;

soit H un espace hilbertien réel de dimension %, dont une base orthonormale
sera notée (wy, Wy, ..., W, w,, ...); il existe un isomorphisme unique T
de C(H) sur A transformant chaque w; en P; et chaque ®'; en Q;; la restriction
de T a H est isométrique pour la norme hilbertienne sur H.

Le fait que les a; vérifient les r. a. c. entraine immédiatement les rela-
tions suivantes :
PP, +P, P, =20, .c
QQ;+Q;Qi=120.¢,
P+ Q,Pi=o0;
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soit H, le sous-espace de H engendré algébriquement par les w; et les o, ;
soit T P’application linéaire de H, dans A transformant chaque w; en P;
et chaque ®; en Q;; pour tout

x :Z xim[—i—z Z‘; wé eH,

on a

T(x)2:<2xipi+2m} Q"\)?:H‘tz-e}

et comme T (z) est hermitien

1T () [P=[T(2) || = =F;

T étant isométrique se prolonge en une application linéaire isométrique
de H dans l'ensemble des éléments hermitiens de A vérifiant encore
encore T(z)°= | x|*.e; il en résulte un morphisme T de C(H) dans A
transformant ®; en P; et ®, en Q..

D’autre part, les relations

N ! / ro__ ~\
0 W~ 0pW; == @, 0+ 0w, ==20; .1,

7 7
w/wk+mkw/~_o

entrainent immédiatement que les éléments ;(w.,-—f— tw) de C(H) vérifient
les r. a. c.; d’apres la proposition 3.3, il existe donc un morphisme S de A
dans C(H) transformant a; en é(wj—}— tw,); S transforme alors P, en w;

et Q; en ©;; SoT est l'identité parce que les ®; et ®, engendrent la
C*-algébre C(H); enfin ToS est l'identité parce que les P; et les Q;
engendrent A : en effet, les a; engendrent A (cf. démonstration de la
proposition 3.3).

C. Q. F. D.

Ce résultat permet de construire des automorphismes de A :

Prorosition 3.8. — Tout opérateur orthogonal U dans Uespace hilbertien
réel T(H) se prolonge d’une fagon unique en un automorphisme U’ de A;
Papplication U — U’ est un morphisme continu du groupe orthogonal de T (H)
dans le groupe des automorphismes de A, ces deux groupes étant munis de
la topologie de la convergence sumple (cf. [24]).

Soit V un opérateur orthogonal dans H; I'application z -~ Vz de H
dans C(H) se prolonge en un endomorphisme V' de C(H); si V, est un
autre opérateur orthogonal, on a

(VV) () = V' (V| (2)) pour tout z€H,
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIIL — Fasc. 1. 7
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donc (VV,) = V'V il en résulte que V' est un automorphisme et que
Papplication V — V' est un morphisme du groupe orthogonal de H dans
le groupe des automorphismes de C(H); si une famille (V.) converge
simplement vers une limite V, on a

limVy,2 =Va pour tout x€H;

par suite, pour z,, ..., z,€ H, on aura

ImVy (2...2,) =lim(Vex,...Voz,) =Vz,... V2,

=Vi(xi...2,);

enfin, limV,y = V'y pour tout y€C(H) par linéarité et équicontinuité.
La proposition résulte de la en transportant le tout par T.

Remarque 3.8. — Ce qui précéde permet naturellement d’associer a
tout opérateur unitaire dans un espace hilbertien complexe de dimen-
sion 8, un automorphisme de A : car un tel opérateur est un opérateur
orthogonal pour ’espace hilbertien réel sous-jacent, et il suflit de choisir
un 1somorphisme dudit espace réel sur H.

Remarque 3.9. — Le point de vue des algébres de Clifford a été utilisé
par I. E. Segal pour étudier les représentations des r.a.c., notamment
I’équivalence de ces représentations (cf., par exemple, [23]).

ADDENDUM

La fin du paragraphe 3.6.4, concernant le type de la représentation
factorielle m, peut étre remplacée par le résultat plus précis suivant :

La représentation factorielle = est de type II, si 'on a

(0 X (luep—5 ) <+

l

et de type IIl dans le cas contraire.

Démonstration. — D’apres S. Kakutani (On equivalence of infinite product
measures, Ann. Math., t. 49, 1948), la relation (1) est nécessaire et suffisante
pour que la mesure p.= @) U; soit équivalente a la mesure de Haar de X;
si la relation (1) est vérifiée, = est de type II, d’aprés J. von NEumann
(On rings of operators, 111, Ann. Math., t. 41, 1940, th. 1X); si elle ne
Pest pas, 1 n’est équivalente a aucune mesure invariante par G, puisque
la seule mesure invariante est celle de Haar; alors = est de type 111 (méme
référence).
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