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Poutres et dalles sur appuis élastiques.

Platelages de ponts en béton armé.

par A. PARIS, ingénieur, professeur a I'Ecole d’ingénieurs
de I'Université de Lausanne.?!

(Suite et fin.2)
Exemple numérique.

La coupe en travers du pont correspond a la définition
des indices d’élasticité sous chiflre
L’ouvrage étudié existe,
compte seulement quatre travées de dalle au lieu des
cing de
breuses pour donner plus de ressources a notre épure.
I’élancement des
les chiffres élevés (fig. 10).

I[h = 10,30 m :
la = 10,30 m :

0,58 m = 17,8

2,00 m = 5,02.

Les poutres sous margelles, un peu plus hautes, sont
moins élastiques, ce qui contribue & augmenter les mo-
ments positifs dans la dalle, comme le montre le facteur
1,62 de proportionnalité entre réactions /' obtenue de
I'épure de poutre sur appuis élastiques et (I7) relative a
Pappui rigide. Cing nervures transversales de 15.25 em?
raidissent la dalle de 16 ¢m.

[établissement des ellipses d’¢lasticité suit le chemin

1 Conférence faite le 27 février 1943, a4 Lausanne, devant les membres
du Groupe des ponts et charpentes de la Société suisse des ingénicurs et des
architecles.

* Voir Bulletin technique du 26 juin 1943, p. 149.
% Voir Bulletin technique du 26 juin 1943, p. 151.

décrit. Nous comptons avec un module d’élasticité unitaire

E =1

puisque les déformations élastiques n’interviennent que
par leurs proportions. Les ellipses calculées ci-aprés sont
celles de la dalle seule ; nous tiendrons ensuite compte
des quelques entretoises de raidissement en introduisant

un facteur correctif.

4 du premier tableau 3 e
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Moment d’inertie de la dalle seule

168 .
I;=1030 = 352 000 cm*
E I; 352 000
205 em

Dalle m=

= . 3em—1. 1
1kg/em?x 352000 c1114_0=582 10—3cm— . kg—

t = 205 cm X 11—2 = 59,2 cm.

Appuis. Indice d’élasticité d’une poutre margelle
PP 1 g

1 10303

€ = 500 1863 000

% 0,0410 em =: 0,121.

Indice d’une poutre principale

x 0,0410 cm = 0,252.

Ellipse de gauche de Uapput B.

0,121 + 0,333

0121 + 0,252 1 033 — 9% om

x4 = 205 cm X

masse adjointe

205 em

mp = 05706 m

= 0,408 - 10— cm—1 kg—!

demi-axe par tracé du cercle ou calcul
zp = 132 X 73 = 98,0 cm.
Ellipse finale de seconde tragée (B-C)
my = 10—2 (0,408 4 0,582) = 0,990 . 10—3

abscisse centre S; deés S, (milieu travée)

0,408
0,990

demi-axe z3 = 115 c¢cm par demi-cercle.

. (73 + 102,5 =72 em

Ellipse de gauche de Uapput C. Centre S¢ défini par
mj - z'2 = 0,990 - 10—3 x 1152 = 13,15
€13:E.I;=0,252.205%: 1. 352000 = 6,17
done abscisse des C
(72 + 102,5) 6,17 : (6,17 4 13,15) = 56,5 cm
puis 0 = 75 ¢cm donne

75

INCI' = 0,990 <A0=P x m

— 0,378 . 10~

puisque, zj étant égal & 115 cm, on a l'antipéle de C &
11562 : (72 4 102,5) = 75 cm

de S5. On continue ainsi jusqu’a Pappui terminal F.
La série de droite est I'image de celle de gauche.
Letablissement des lignes d’influence présume la con-

naissance des ellipses totales des points touchés, qui

seront les milieux de travées et les sections d’appuis.

—_—— = = B
- & N
*

TPr/ ] I et e Am_

J-----—- =& l] - }{ e
g 104.8 12004 B travee extréme ¥
= 2362

_ = | eF-(5)
alf antipole P* [} t
S|y 3 2es0em P-4 2 “
|

S m.:u.mm’\s"J LA ”Z"l‘”"“ my - 0,692.103 ]
o el pro03emf g T — — — N[ ls ", ~
2 |||D

. Myz0,5 E %

‘1\.;; Q=0538" oorte 1 o"slin?) ;‘u"\\} & ‘0562/““// T
X -0, y2.0: +59|Q, = 0% 62" -

A 93 £ 4 S [ 2

g7 205 215

6.8 cm
2367 708
Meg0565 Ligne d'influence 7o 8
ok 2 _(Appuis rigldes —
=

Aux points milieux, I'ellipse totale résulte de la combi-
naison des deux ellipses finales de gauche et de droite,
selon tracé indiqué. Soit par exemple le cas de charge VI,
relatif au milieu de la travée 4 : le centre Sy; de I'ellipse
divise I'intervalle Sy; — Sy; des centres d’ellipses finales
dans le rapport (fig. 11)

myr - zp3 = 0,680 - 10— x 942 = 6,03
myr - 252 = 0,699 - 10—3 x 972 = 6,59
12,62
d’ou résulte I'abscisse de Sy; dés Sy; par
d = (Syr — Sv;) x 6,03 : (6,03 4+ 6,59) =

6,03

— 2 1,6
(97 + 205+ 215) 2

= 104,8 ecm

no

qui place Sy; a

(9,7 + 102,5) — 104,8 = 8,4 cm
a gauche du milieu VI. Le demi-cercle par les extré-
mités zy; et zy; donne

zpr = 150 cm

L’antipéle de la charge VI par rapport a ce centre Sy;
tombe &

1502 : 8,4 = 2690 cm
a gauche du centre Syz, et par conséquent a

2690 — 105 = 2585 cm a gauche de Sy, et &
2690 + 131 = 2821 em a gauche de Sy;.

Les deux efforts tranchants de la travée DE se placent
donc aux abscisses suivantes dés les deux centres d’ellipses
finales :

a gauche 94%:2585 = 3,5 cm & droite de Sy

a droite  972:2821 = 3,4 cm  a droite de Syr
Comptées relativement aux appuis, ces abscisses sont :
effort tranchant gauche a

10,3 — 3,6 = 6,8 cm & gauche de D

effort tranchant droit &

21,56 + 3,4 = 24,9 em a droite de E
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La charge P = 1t placée au milieu de la quatriéme tra-
vée (point V1) appelle ainsi la réaction des efforts tran-
chants

109,3

= 05381 Qi=1,0t55g"=

= 0,462t

27,4
7

1
O-IL: (,)7,1: 1,0t 936.7 6,
donnant au moment fléchissant sous la charge la valeur
M, = 0,538 t-1,093 m = + 0,588 mt
et sur les appuis voisins

6,8

Mp = + 0,0SSt m

= 40,036 mt

24.9
Mg= +10,583t 5 - =+ 0,114.mt.

94,9+ 102,5

La travée 4, considérée comme poutre simple, subirait

le moment

2,05 m

(M) = 112

= 0,515 mt < 0,583 mt

ce qui porte le moment de la poutre continue sur appuis
élastiques a 114 9, de celul de la méme travée supposée
non continue.

Charge sur Uapput E (point V).
Considérée comme devant se répartir entre ellipse
finale S; de gauche et I'ellipse d’appui £, de droite, cette
charge demande le calcul de (fig. 12)

mi. 2’2 =10,974 . 10=% x 1112 = 12,00
myz"2 = 0,408 - 10— x 98> = 3,92
15,92

=0.252

or. 2pR>_Figides (RO P :Pg‘i’_'igide.
i ) ==

1’abscisse du centre Sz = Sy divise I'intervalle

Si— Sp = 63,2 4+ 102,5 + 73 = 238,7 cm
sulvant
3,92 )
: =588 ¢
238, 7 J2 = 58,8 em

de Sz, placant ainsi ce centre a
73,0 — 58,8 = 14,2 ecm

a droite de lappui E. Mesuré sur I’épure, le demi-axe
correspondant est
zg = 143 cm.

tombe donc &

I’antipdle I2*

1432 ; 14,2 = 1445 cm

A droite du centre Sp.
La réaction de P'appui complexe £ de droite & la

charge V en E se place a

982 : (1445 + 14,2 —173) = 7,0 cm

a gauche du centre S%, c’est-a-dire & 66 cm & droite de
Iappui E. L’effort tranchant dans la travée 4 passe a

1112 : (1445 4 14,2 + 102,5 + 63,2) = 7,6 cm
a gauche de Si, c’est-a-dire &
102,5 — 63,2 —

a droite de I'appui D. L’autre effort tranchant est dans

7,6 = 31,7 cm

Pappui £/, une fois éliminée la réaction propre de l'ap-
pui E.

On calcule 'effort tranchant @, dans la quatrieme tra-
vée en opérant la décomposition de la charge P =1t
entre cette direction Q, et celle de la réaction de I'appui
complexe, que le calcul place & 66 cm a droite de E, ce
qui donne

66 o
C=1t s —srrro "

donnant au moment sur 'appul la valeur

M=+ 0275t - 1,733 m = + 0,475 mt

ce qui demande un effort tranchant
Qs = 0,475 mt : 2,06 m = 4 0,232 t
et laisse a 'appui E lui-méme une réaction
E = 1,000 — 0,275 — 0,232 = + 0,493 t

¢’est-a-dire moins de la moitié de ce que la poutre E
aurait supporté si elle était rigide.

Le calcul des autres cas de charge ayant permis d’éta-
blir les lignes d’influence des moments dans les sections
médianes et sur les appuis, on a pu comparer les résul-
tats du planimétrage des graphiques obtenus avec les
lignes relatives au méme secteur unitaire de dalle, suppo-
sée reposer sur des appuis rigides. Le tableau III ci-
contre donne les éléments d’une comparaison utile
des deux cas.

On remarque, par les chiffres entre parentheéses, qui
donnent les rapports des efforts (portés en chiflres ita-
liques) correspondants entre les deux modes d’appui, que
la rigidité relative de I'appul extréme F y a concentré
une réaction atteignant 152 9, de ce qu’il aurait subi
si tous les appuls étaient rigides.

Le tableau ITT donne les efforts & attendre d’un tablier
uniformément chargé de la maniére la plus défavorable,
tant en long qu’en travers, le calcul étant fait uniformé-
ment dans Phypothese de 'indice moyen généralisé.

Les cas de charge habituels différent de cette concep-
tion, car ils ne couvrent qu'une partie des aires d’in-
fluence des moments, et ceci dans la seule région o se
localise le convoi choisi.

Ainsi, tandis que le moment du systéme principal, la
dalle sur appuis fixes, atteint des chiflres indépendants
de la longueur des sommiers, les actions en retour, consé-
quences de élasticité des poutres maitresses, se répar-
tissent sur le tablier entier. Plus le convol s’étendra sur
les poutres élastiques et plus augmentera la majora-
tion proportionnelle.
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Tasreauv III

Comparaison entre appuis élastiques et rigides
abstraction faite de I’entretoise médiane

Appuis élastiques. Appuis rigides.
Sections M,Q Moments fléchissants (M) (Q)
Planimétrage : 16 cm? = 1 mt pr. 1 t/m
positifs négatifs L positifs négatifs M/ (M)
cm? mt cm? mt cm? mt cm? mt
Médiane | Travée 3 14,4 = 0,904 6,0 = 0,375 5,4 = 0,337 3,4=0,212 | (2,7)
Appui D 6,7 = 10,420 11,3 = 0,708 — 7,7=0482 | (1,5)
Travée 4 14,7 = 0,922 o 54 =10.819 - (2,9)
Appui E 9.7 =10,607 6,3 = 0,394 — 6,7 = 0,420 | (0,95)
Extréme | Travée 5 11,7 = 0,734 — 6,4 = 0,402 —- (1,8)
Réactions d’appuis Q/(Q
planimétrage : 16 em? = 1t pr 1 t/m
cm? t cm? t cm? t cm? T
Médian Appui D 33,4 = 2,09 36,3 = 2,27 7,8 = 0,49 (0,92
Appui £ 30,6 = 1,95 41,3 =258 3,1 =0,20 (0,76)
Extréme | Appui F 21,3=1,34 4,1 = 0,26 14,2 = 0,89 13,0 = 0,82 (1,52)
Nous avons vu que la dalle de 16 cm d’épaisseur et r}ﬂ‘)"‘} A
de 10,30 m de longueur est raidie par cing nervures de EelESaT

15.25 em? (fig. 13). Son moment d’inertie total, pris sur
ce profil transversal, atteint

Jp = 458 000 cn.t

au lieu des 352 000 de la dalle non nervée (profil longi-
tudinal). Le quotient
458 000

L iy g — 0,0530

a® 2053

fait croitre en conséquence les indices d’élasticité des

poutre porteuses, indices qui deviennent

0,0530
o —_— 121 = 0.15
margelles € 0.0410 X 0,124 =0,157
530
principales € = 20000 0,952 — 0,328

~ 0,0410
Les tableaux de W. Ritter conduisent deés lors aux

moments que voici :

Charge P au miliew de la travée médiane CD

travée My = -+ 0,291.205 m. P = + 0,595 P
au lieu de + 0,564 P

n. P = 4 0,084 P
au lieu de + 0,051 P

n. P=—0131P
au lieu de — 0,118 P

appui Mg = -+ 0,041.2,05

appui Mg = — 0,064 -2,05

Charge P sur Uappui intérieur D

appui Mp = + 0,225.2,056 m. P = -+ 0,462 P
au lieu de -+ 0,418 P

appui Mg = — 0,043.2,05 m. P = — 0,088 P
au lieu de — 0,096 P
appui Mp = — 0,054-205m. P =—0,111P

au lieu de — 0,094 P

Les points des lignes d’influence descendent en suivant
les chiffres en italiques, puis 'augmentation s’atténue et
ne change guére la position des points nuls des aires d’in-
fluence ; les moments totaux dis a la charge P = 1 t par
metre de dalle augmentant simplement dans le méme
rapport, on les évalue a

g 0,595
travée médiane CD mH— 0,904 mt) = + 0,954 mt
anpui contion D 0,462 (4 0,607 mt) = -+ 0,672 mt
apput conbign & 5718 * )(— 0,39 mt) — — 0,436 mt

La charge normale, un rouleau compresseur de vingt
tonnes, agit sur une longueur de 3 m entre les axes de ses
essieux, chacun de ceux-ci intéressant une tranche de
dalle égale a

bg = (0,10 + 0,20 + 2. 0,10) + 65 %, de 2,05 m =
= 0,50 4 1,30 = 1,80 m.

L’¢lasticité des appuis tendra plutdt & augmenter cette
largeur solidaire, que la continuité de la dalle sur appuis
rigides diminuerait ; le fait, que les points nuls des trian-
gles de moments laissent entre eux & peu prés la longueur
a d’une portée de la dalle, fait admettre sans changement
I'indication normale by = 1,80 m.

La roue de 8 tonnes du rouleau couvre théoriquement
une longueur de

1,40 m + 0,560 m = 1,90 m
du secteur de dalle, lui infligeant une charge de

8 1:1,90 = 4,22 t/m -+ majoration.
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Le moment total, calculé sur la région de pointe de I'aire
d’influence, en résulte par

M; = 4+ 2,93 mt.
La méme dalle, posée sur appuis rigides, donnerait d’autre
part (M,) = + 1,35 mt.
L’essieu de 2 X 6 tonnes agit sur deux tranches de
0,40 m 4+ 0,50 m = 0,90 m
distantes de 1,80 m entre leurs axes, et chargeant de
6 t:0,90 m = 6,65 t/m + majoration.
La dalle sur appuis élastiques, atteinte aux extrémités
de la ligne d’influence, donne sous 2 X 6 tonnes
My = + 2,52 mt
tandis que les appuis rigides conduisent &
(My) = + 0,44 mt

La roue de 8 tonnes, prépondérante, inflige a la dalle
sur appuis rigides ainsi calculée, un moment unitaire

1,35 mt : 1,80 m = 0,75 mt p. métre

qui représente la participation du systéme principal au
moment de calcul des secteurs alors indépendants.

Les résultats issus de Iélasticité des appuis réagissent
au contraire les uns sur les autres. Le schéma de la
figure 9, simplifié puisque la charge du rouleau s’y répartit
sur un rectangle unique OPQR plus commode & utiliser
dans P'intégration, met en évidence un terme de charge,
la constante S, qui intervient également dans la dalle
proprement dite que pour les nervures, car la surface
élastique considérée fait agir un moment d’inertie moyen.
Ce facteur s’é¢limine donc des quotients de raideurs
locales et générale ; nous lui attribuons par conséquent
ci-aprés la valeur unitaire.

Le cas de charge imposé s’individualise par Iintro-
duction des membres de la série de Fourier, qui suivent
le premier (m = 1, n = 1) en greflant sur lui des ondes
plus courtes ; il nous suflira de prendre en sus les indices
m = 3 et n = 3. La flexion verticale s’exprime alots par
la somme (le facteur S s’éliminant done)

T]_T ( 4_11 5 sinX - sin <1f-0> ~sinGm-sinY -
1 1 in X - sin3 1 o s
+.J_3 ‘mﬁllh sin 241 m-sin3 G-

w= ) -sin3 )’+§1T'(0+—1‘K2)25i11:54y~\ll] <l—G>

ssinGm - sin Y - sin3 X -

1
3.3 (949 K22

\

. sin 3<é—(})n .sin3Gm-sin3Y)......

k

Prenant les ordonnées de I'élastique médiane T =35
sin X = -+ 1 sin3X = —1
nous suivons les abscisses y, qui donnent pour

G=46m:4.10,3 m = 0,115

V4

sin <-§—— G) m = sin 0,385 w = sin 69,40 = + 0,937

sin G

=sin 0,115 ™ = sin 360 = + 0,528

sin 3 (%—4 G)Tl': sin 208,20 =—0,471
sin3 G = sin 108° =+ 0,951
K= -]l- = 4,00: 10,3 = 0,388 14+ K2= 1,15
1 1 il 1
—_—_— — ‘—y(‘ = == 4
Ay T 070 mrreE ggss Ot
! L = 0,180 g ! =0,0094

IF9K%E " 2,362 OF9K%2 10,362

Nous trouvons ainsi I’équation de I’élastique médiane

40,756 - 0,937 - 0,528 sin ¥ + » - 0,180 (— 0,471) -

3
w=1.0,951-sin3 Y—% . 0,0114 - 0,937 - 0,528 - sin Y—
— 30,0094 (—0,471) - 0,951 - sin3Y + .....

c’est-a-dire
w =+ 0,372sin Y — 0,026 sin 3 Y.

Les conditions d’élasticité ne variant pas sensiblement
dans la région médiane, nous supposons la grosse roue
de 8 tonnes placée entre deux nervures de raidissement ;
nous considérons alors un secteur de dalle placé a

= 5,15 m d’une extrémité, puis des paires de

ol ~

y =
nervures symétriques a 1,03 m et 3,09 m de part et
d’autre du milieu du tablier, séparant des secteurs de
dalle analogues au principal. Les vides de (2,06 — 0,15)

= 1,91 m entre les nervures (fig. 14) peuvent se concevoir

206 e

Fig. 14.

comme couverts d’un secteur indépendant de 1,0 m de
largeur, bordé de chaque coté de segments 0,91/2 =

= 0,455 m de dalle solidarisée avec les nervures, c’est-a-
dire lui servant de table de compression tout en faisant
leur flexion propre avec elle. Les abscisses de ces éléments
distincts sont

all L
; ?11 Om) ¥=15m Y= 10, T 16-900 1,000 1,000

sin ¥ sin3 ¥

™

l srvure y=4,12
h) mervure y=4,12m IU,JU

4,12=72° +0,951 —0,588

¢) dalle ) 3
(1,0 m) y=3,09m Y= l(),JUB ,09=54°  +0,809 +0,309

d) nervure y=2,06m Y=

2 Hhl8 Or
10, 3()“’0(‘ 360 +0,688 +0,951

) dalle
) 2110(;11) y=1,03m Y= 1,03=18

“) 3 b +0,309  +0,809
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Le terme de charge S étant pris unitaire, les flexions en
résultent par

@) w—= -+ 0,372 - 1,000 4 0,026 - 1,000 — 4+ 0,398

72 . 0,951 - 0,026 . 0,588 = -+ 0,367
20,809 — 0,026 - 0,309 = - 0,291
2.0,588 — 0,026 - 0,951 = 4 0,193
20,300 — 0,206 - 0,809 — + 0,094

ce qui est une sinusoide accentuée sous la charge. La cor-
rection due au terme sin 3Y augmente de 7 %, la flexion
sous le rouleau réparti, mais la diminue de 3 9%, seule-
ment aux abords, puis davantage auprés des appuis
finals des poutres.

Les moments d’inertie individuels étant

16?

dalle de 16 cm, par métre de large 11:1001—9 = 34 200 cm*
nervure 15.25 em?avec 67 em de semelle I, = 42 500 cm?

les produits J.w, numérateurs des parts de moment
total attribuables aux éléments successifs, résultent par

dalle @) 34200 x 0,398 = 13600
nervure b) 42500 x 0,367 = 15 700
dalle  ¢) 34200 x 0,291 = 9900
nervure d) 42500 x 0,291 = 8200
dalle e) 34200 x 0,193 = 6500
Le dénominateur commun de ces parts, sommation de
tous les produits J.w de la cuvette intéressée supposée
lci sans contre-courbure de continuité,

N=y.J; - (+0,372sin Y — 0,026 5in3 Y)
comporte une partie ininterrompue de dalle, une inté-
grale done, et la somme des excédents des nervures indi-

viduelles sur la portion de dalle coincidente. Nous écri-
rons par conséquent

l
Jlfly <+ 0,372 sin "_ly 0,026 sin 3Tlry> n

N=
1
+ E (Jn—Db - J)(+ 0,372 sin Y —0,026 sin 3Y).
o
Le symbole J; représente ici aussi le moment d’inertie

d’une tranche unitaire de dalle proprement dite. L’inté-
grale s’exprime donc par

dy<+ 0,372 sin T 0,026 sin 3_"!/> _

‘ 1
= .t -10,372 c()sTr—y—F.l;O,()?(icosgn'l/ =
™ l 3m l

21 w 2 . .- 20,6
=+ —.0,372——. 0,026 = + 0,363
s 3

=4 2,39

ce qui fait

J; X intégrale = + 2,39 x 34200 = + 81600
La sommation se fait ensuite sur deux paires de ner-
vures symétriquement placées et munies de excédent

d’inertie
42 500 — 0,15 . 34 206 = 37 400 em?

et de I'argument trigonomeétrique
t=) i)

+0,372.0,951 -+ 0,026.0,588 = -+ 0,368
+ 0,372.0,588 — 0,026 - 0,951 = -+ 0,192

nervures b
dites d

ce qui donne
2 x 37 400 (0,368 + 0,192) = 41 900
Le dénominateur résulte de la somme de ces deux
composantes
N = + 81 600 + 41 900 = 123 500
[’élasticité des appuis provoque un moment fléchis-
sant supplémentaire de
(2,93 + 2,52) — (1,35 4 0,44) = + 3,66 mt
dont la dalle et les nervures prennent individuellement
les parts :

3.66 mt
b A — 2
dalle a 93500 % 13 600 = 4 0,402 mt
3,66 mt o
nervure b m X 15 700 = - 0,463 mt

Le moment effectif dans la tranche de dalle de 1,0 m
placée & mi-distance de deux nervures de raidissement
médianes atteint donc

0,750 -+ 0,402 = 1,152 mt

en augmentation de

0,402
0,750 — 22 %

sur le moment subi par la poutre sur appui rigide.

Conclusions.

I’¢élasticité des poutres porteuses charge la dalle en
augmentant sérieusement ses moments positifs, et en
en créant de nouveaux au droit des appuis intermédiaires.
Cette élasticité est plus nuisible & la dalle si les appuis
extrémes (margelles) sont plus rigides que les poutres
intermédiaires.

Si le manque de hauteur oblige, en terrain plat, &
prévoir de hautes poutres latérales, pleines ou évidées
et formant parapets, on prévoit de fortes entretoises
porteuses pour réaliser une flexibilité uniforme de la
charpente d’appui de la dalle.

L’encorbellement des trottoirs au deld des sommiers
margelles offre un moyen économique d’obtenir une
surlargeur ; chargeant les poutres relativement robustes,
elle leur inflige une flexion profitable & I'ensemble du
tablier.

Ce que nous avons remarqué au sujet de 'action des
charges concentrées, montre qu’on peut utiliser, sans
crainte d’erreurs dans I'évaluation des moments, des
charges réparties équivalentes qu'on a reconnues adé-
quates pour la poutre simple de portée égale, celle-ci
étant moindre que la distance des points nuls des lignes
d’influence des moments fléchissants.

Lausanne, le 27 février 1943.
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